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; yf es Ubersicht: Die Wicklungen von Turbogeneratoren verhalten sich bei StoBspannungsbeanspruchung ange- 


_. nahert wie Zusammenschaltungen von homogenen Leitungen. Unter Vernachlassigung der Wicklungsverluste 


<a und der Kopplung zwischen den Strangen werden durch Anwendung der Larriacrschen Transformation auf 
- die Differentialgleichungen der Leitung die Spannungsverlaufe in der Wicklung berechnet. Die zunachst fiir 


ie - Rechteckwellen gewonnenen Ergebnisse werden mittels des DuHAMEtschen Integrals (Faltung im Oberbereich) 
auf beliebige Sto8spannungsformen erweitert. 


1. Uberblick 


ae st - Obwohl die Stromerzeuger in den iiblichen Kraftwerken durch auBere Uberspannungen 
ae nicht so gefahrdet sind wie beispielsweise Transformatoren, lohnt sich dennoch eine Unter- 
 suchung derartiger Vorgange auch bei Generatoren aus mehreren Griinden. Eine iiber die 
 Freileitung einfallende Spannungswelle kann vom Transformator auf die nachgeschaltete 
pas Maschine iibertragen werden. Zur genaueren Kenntnis der dabei méglicherweise auftretenden 
__ Uberspannungen ist eine Betrachtung der Wellenvorgange in der Generatorwicklung uner- 
bes: oe aBlich. AuBerdem kann es (z. B. in Industriekraftwerken) vorkommen, da8 ein Generator 
--unmittelbar und ohne Zwischenschaltung eines Transformators an einem ausgedehnten 
a ax -Kabelnetz oder an einer Freileitung liegt. Dariiber hinaus ist es fiir die Vereinheitlichung des 
gesamten Netz-Isolationspegels sowie fiir die Nachbildung von Anlagen in Netzmodellen 
__wtinschenswert, das StoBspannungsverhalten von Generatoren zu kennen. 
a In einer Arbeit aus dem Jahre 1935 befassen sich NEUHAUS und STRIGEL [1] mit dem 
_ _Eindringen von Wanderwellen in die Wicklung von Einphasen-Synchronmaschinen. Neben 
: ae zahlreichen experimentellen Untersuchungen (Schrifttumsverzeichnisse in [2], [3]) liegen aus 
neuerer Zeit einige Arbeiten vor, welche die rechnerische Behandlung der StoBvorgange in 
Generator-Wicklungen zum Gegenstand haben. 
Ropinson [4], [5] behandelt die Ausbreitung einer Wanderwelle unter Beriicksichtigung 
der induktiven und kapazitiven Kopplung zwischen den Staben einer Nut, jedoch ohne Be- 
et _riicksichtigung der Reflexion am Sternpunkt und an den nicht gestoBenen Klemmen. Dabei 
> wird die Darstellung durch das Frequenzspektrum gewahlt, also die FourtErRsche Losung der 
zugrundeliegenden Differentialgleichungen. Fir die Behandlung der Standerwicklung in 
_ ihrer Gesamtheit, insbesondere fiir die Ermittlung der praktisch wichtigen Spannungsverlaufe 
oF a an den StoBstellen der Wicklung, diirfte dagegen die Darstellung nach Sprungwellen frucht- 
_barer sein. 

Legt man eine StoBspannung an eine Klemme einer Stabwicklung, so durchlauft eine 
Wanderwelle die Reihenschaltung der zu einem Wicklungsstrang gehérenden Stabe. Bei 
diesem Vorgang wirken Wicklungsstrang und Eisenmasse des Standers als Doppelleitung. 
_ -Mit gréBter Wahrscheinlichkeit hat man sich namlich die Riickleitung als rdumlich eng be- 

_ grenztes Stromlinienbiindel in der Umgebung des Stabes vorzustellen. Unter dieser Annahme 


ae 
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kann man demnach fiir die Wanderwellenvorgange den Strang einer Stabwicklung als ,,bifilar 
aufgewickelte Doppelleitung‘‘ ansehen, wobei gréBere Abstande zwischen Hinleitung (Stab) 
und Riickleitung (Blechpaket) nur im Wickelkopf vorliegen. Der Luftraum des Wickelkopfes 
ist hiernach der Hauptsitz des magnetischen StoBflusses und damit der Induktivitat, wahrend 
die Kapazitat vorwiegend im Nutteil konzentriert ist. Vom Verfasser angestellte Versuche, 
insbesondere mit verschieden stark vormagnetisiertem Standereisen, sprechen sehr fiir diese 
Auffassung. Es zeigte sich namlich, da8 die Induktivitaét beim StoB auf die Wicklung vom 
Sattigungszustand des Standereisens fast véllig unabhangig ist. 

Fiir die rechnerische Behandlung la&t sich nach dem oben gesagten ein Strang der Wicklung 
des Turbogenerators in guter Naherung als Kettenleiter darstellen, wobei die Induktivitat 
jeder Windung im Wickelkopfteil, die Kapazitat dagegen im Nutteil einzutragen ist. Dieses 
Bild muB allerdings bei Dreiphasenwicklungen durch kapazitive und induktive Koppelglieder _ 
zu den iibrigen Strangen hin erginzt werden. AuBerdem sind durch Anbringen von Langs- 
und Querwiderstanden je Kettenleiterglied die Verluste zu beriicksichtigen. Man gelangt so 
zu einem recht verwickelten Netzwerk, dessen rechnerische Behandlung einen sehr groBen 
Aufwand erfordert. 

Eine wesentlich tibersichtlichere Erfassung wird méglich, wenn man einen Wicklungs- 
strang als homogene Leitung behandelt. Der Fehler gegeniiber dem Kettenleiterbild 
wird dabei um so geringer, je gréBer die Windungszahl je Strang ist. Die Betrachtungsweise 
der homogenen Leitung liegt den folgenden Ausfiihrungen zugrunde. Wir werden dabei die 
Verluste sowie die Kopplung zwischen den Strangen vernachlassigen, um mit verhdltnis- 
maBig geringem Aufwand ein vorlaufiges Bild des Spannungsverlaufs in der Standerwicklung 
zu erhalten. Eine derart vereinfacht gesehene Wicklung 1a8t sich durch die Angabe eines 
Wellenwiderstandes kennzeichnen. Dieser Wellenwiderstand kann experimentell er- 
mittelt werden [2]. Die bei Beriicksichtigung der induktiven und kapazitiven Kopplung 
zwischen den Strangen auftretenden Probleme sind in einer Arbeit von Rimkus [3] fiir Recht- 
eckwellen behandelt worden. 

Ebenfalls unter den oben genannten Vereinfachungen hat KERN [6] den Spannungs- 
verlauf an den StoBstellen einer Dreiphasenwicklung fiir einige Sonderfalle ermittelt. Dabei 
wird anhand der bekannten Reflexionsgesetze eine geniigend groBe Anzahl von Wellenspielen 
ausgerechnet und auf die daraus erhaltlichen Differenzengleichungen die sog. diskrete 
Lapvace-Transformation [7] angewendet. Im Gegensatz dazu gehen wir im folgenden von 
den partiellen Differentialgleichungen der Leitung aus, die wir mittels der (stetigen) LAPLACE- 
Transformation lésen. Dieses Verfahren erspart die ziemlich miihsame Berechnung einer 
groBen Anzahl von Wellenspielen; es setzt die Reflexionsgesetze der Wanderwellen nicht 
voraus, sondern liefert sie als Nebenprodukt. AuSerdem ermdoglicht es die alle Sonderfalle 
umfassende Darstellung des betrachteten Spannungsverlaufs durch einen einzigen analyti- 
schen Ausdruck. Wir setzen zunachst als einfallende Welle eine Rechteckwelle voraus, 
werden aber anschlieBend zu StoBspannungen beliebiger Form iibergehen. 


2. Allgemeines Ersatzbild der verschiedenen Moéglichkeiten des SpannungsstoBes 
iiber eine angeschlossene Leitung 

Im linken Teil von Bild 1 ist die in Stern geschaltete Wicklung eines Turbogenerators mit 
Einstab-Wicklung durch drei Leitungen mit dem Wellenwiderstand Z dargestellt. An die 
Generatorklemmen angeschlossen sind die drei Leitungen eines Drehstromsystems, jeweils 
mit dem Wellenwiderstand Z,. In Bild 1 ist der Sternpunkt der Wicklung nicht mit Erde 
verbunden. Dies entspricht etwa den im Betrieb vorliegenden Verhaltnissen, da die tiblicher- 
weise am Sternpunkt angeschlossenen Nulltransformatoren zur ErdschluBerfassung wegen 
ihrer verhaltnismaBig sehr hohen Induktivitat fiir die Wanderwellenvorgange praktisch einen 
, Leerlauf‘ darstellen. Je nachdem, ob Spannungswellen iiber eine, zwei oder iiber drei Lei- 
tungen einfallen, sprechen wir vom einpoligen, zweipoligen oder dreipoligen StoB auf die 
Generatorwicklung. Denkt man sich die Klemmen gleichen StoBpotentials miteinander ver- 
bunden, so gelangt man zu den in Bild 1 rechts gezeichneten Ersatzbildern. In ihnen treten 
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bis zu vier verschiedene Wellenwiderstande auf. Die an die Klemmen der Standerwicklung 
angeschlossenen Leitungen nehmen wir nach links hin als ,,unendlich lang“ an. Diese Voraus- 
setzung ist praktisch erfiillt, wenn infolge der Leitungsdampfung Reflexionen vom links- 
seitigen Leitungsende an den Generatorklemmen nicht mehr spiirbar sind. 


Y 7 3 
a Z Z 
3 3 
>  % 2 3 
--- + 
gi < B Z 
2 2 
a Py 2 3 
+e 
LZ Z Z 4 


Bild 1. Einpoliger, zweipoliger und dreipoliger StoB auf die in Stern geschaltete Standerwicklung von Turbogeneratoren 
Durch Zusammenfassen der Klemmen gleichen Stofpotentials entstehen die rechts gezeichneten Ersatzbilder. 
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Bild 2. Gemeinsame Ersatzschaltung fiir die drei Faille des Bildes 1. Die beiden Leitungsabschnitte 1—2 
und 2—3 haben gleiche Lange sowie gleiche Wellengeschwindigkeit und damit gleiche Laufzeit. 


Fiir die drei Falle des Bildes 1 1aBt sich eine gemeinsame Ersatzschaltung angeben (Bild 2), 
in der die vier Wellenwiderstande allgemein mit Z), Z,, Z, und Z, bezeichnet sind. Man er- 
kennt leicht, da8 Bild 2 alle Sonderfalle von Bild 1 enthalt. So ist z. B. fiir den dreipoligen 
stob Z, — Z,/3, 2, = 2/3,2, = ©, Zz = © -zu-setzen. In Bild 2 sind ferner die Spannungs- 
und Strompfeile an den drei Reflexionsstellen eingetragen. Die beiden mittleren Leitungs- 
abschnitte mit den Wellenwiderstanden Z, und Z, haben gleiche Langen, Wellenlaufzeiten 
und Wellengeschwindigkeiten, da sie durch Parallelschalten gleicher Wicklungsstrange ent- 
stehen. Bild 2 enthalt auch den Fall, daB an der StoSstelle 3 ein Querwiderstand R angebracht 
ist, wie im nadchsten Abschnitt gezeigt wird. Liegt der Generator iiber einen Transformator 
in Blockschaltweise am Netz, so kann bei der hier am haufigsten angewandten Stern-Dreieck- 
Schaltung des Transformators eine zweipolig symmetrische StoBspannung am Generator 
auftreten, d. h. an zwei Klemmen Spannungen gleicher Form und gleichen Betrages, jedoch 
entgegengesetzter Polaritat. Dieser Fall l4Bt sich ohne weiteres durch Uberlagerung zweier 
einpoliger St6Be nach Bild 1c behandeln: Die Spannungsverlaufe an den Generatorklemmen 
erhalt man als Differenzen + (wu, — u,) der Spannungen beim einpoligen StoB. Daraus folgt 
sofort, daB beim zweipolig symmetrischen StoB die Spannungen am Sternpunkt und an der 
nichtgestoBenen Klemme Null sind. 
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3. Spannungsverlauf an den Klemmen und am Sternpunkt bei 
einfallender Rechteckwelle 


3.1. Aufstellung der Bildfunktion der Spannung aus den Leitungsgleichungen 


In der allgemeinen Ersatzschaltung Bild 2 laufe eine Rechteckwelle der Spannung Up in 
Richtung auf das Klemmenpaar 1 und erreiche dieses zur Zeit t = 0. An den Ort des Klem- 
menpaares 1 legen wir den Nullpunkt der Langenkoordinate x und zahlen diese wie tiblich 
nach rechts positiv. Mit 7)(¢, x) und u(t, x) bezeichnen wir die zeit- und ortsabhangigen Werte 
von Strom und Spannung im Leitungsabschnitt —oo < % <0. Sind ferner Lj und Cj die 
Induktivitat und Kapazitaét je Langeneinheit dieses Abschnitts, so gelten die partiellen 


Differentialgleichungen 
Oy dig 1 Ug 


= ee f — 
ox Ge Co pi (1) 


Wir wenden auf diese Gleichungen die LAPLACE-Transformation an, indem wir mit dem Aus- 
druck e—? multiplizieren und beiderseits iiber dt zwischen 0 und oo integrieren [8]. Man er- 
halt unter Beachtung der Anfangsbedingung 
b= 0) 60,4) = Us 6) = a) 
Zo 
fiir die LAPLACE-Transformierten oder Bildfunktionen 2%, &% von Spannung und Strom 
im betrachteten Abschnitt: 


Zim =—L(p2i— 7), (2) 


<Qig = —Cy (PB — Ui) . (3) 


Das sind zwei gewohnliche gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die beiden 
Veranderlichen {um und 1%. Differenziert man Gl. (2) nach x und eliminiert d&z,/dx, so 
folgt nach Einsetzen in Gl. (3): 

d2 p p 

age “Os OO a ee (4) 
Darin ist 


My = (4a) 


die Wellengeschwindigkeit im Leitungsabschnitt —oo < x <0. Die Differentialgleichung (4) 
hat die allgemeine Lésung 


ee eae eee U 
a =Aemn +Be » +—, (5) 


worin A und B noch Funktionen von # sind. Da die ankommende Leitung ebenso wie die 
einfallende Welle nach links als unendlich lang vorausgesetzt wird, ergibt sich fiir Gl. (5) die 
Randbedingung: 


Uy Uo 


% = —0O0: thy =e; Sig = Fe. (6) 

Daraus folgt sofort B =o. An der Stelle x = 0 gilt also: 
Stole = Sm = 4A + (7) 

Entsprechend erhalt man aus Gl. (2) und (3) mit Gl. (6): 
%y Big|eno =% Li =— A+. (8) 
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Die GréBen uy, Ug, Uz und 24, 7, 73 in Bild 2 sind Spannungen und Stréme fiir die festen Werte 
x =0,* = aund x = 2a der Ortsvariablen; sie sind also nur Funktionen von ¢, nicht von x. 
Wendet man auf die der GI. (1) entsprechenden Differentialgleichungen der Leitungsabschnitte 
(o, a) und (a, 2 a) die LApLAcE-Transformation an, so erhalt man fiir die Bildfunktionen der 
Spannungen und Stréme an den Reflexionsstellen x = 0, x = a und x = 24 formal gleich- 
lautende Ausdriicke wie fiir den eingeschwungenen Wechselstromfall [8]. Bezeichnen wir 
mit v die Wellengeschwindigkeit in den Abschnitten (0, a) und (a, 2a) des Ersatzbildes 2, 
mit L’, C, (v = 1, 2) die entsprechenden Induktivitats- und Kapazitatsbelage, so gilt fiir das 
UbertragungsmaB dieser Abschnitte: 


aa a 
Vy, t—PayL, C, ee eas, 


worin T die Laufzeit je Leitungsabschnitt und damit je Wicklungsstrang ist. An der StoB- 
stelle 3 gilt ferner wegen der ungehinderten Wellenausbreitung nach rechts: 
d Qu 
Lis = oe . (8a) 
Das in Bild 2 nach x = oo verlaufende Leitungsstiick wirkt also wie ein ohmscher Wider- 
stand und kann durch einen solchen ganz oder teilweise ersetzt werden. Wir werden davon 
weiter unten Gebrauch machen. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen lauten die Lei- 
tungsgleichungen im Bildbereich: 


Lu, = Qu,coshpT + Z, Qi,sinh pT , (9) 
Sy oe Yi, cosh p T + sinh diss (10) 
Qs = Lu, (cosh T+ & sinh pt) ; (11) 
3 
Gy = Luy(F coshpT + sinh p 7). (12) 
3 2 


Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalten wir im folgenden den zeitlichen Spannungsverlauf an 
den drei Reflexionsstellen der Ersatzschaltung Bild 2. Wir verzichten dabei auf die voll- 
standige Darstellung der Wellenvorgange als Funktionen von Zeit und Ort, weil wegen der 
gleichen Laufzeit in den Wicklungsstrangen die Kenntnis der Spannung an den Reflexions- 
stellen zur einfachen Ermittlung der Spannung an einer beliebigen Stelle x vollstandig aus- 
reicht, wie weiter unten gezeigt wird. Zur Berechnung des raum-zeitlichen Spannungsverlaufs 
miiBten wir in den Gln. (9) bis (12) statt des Arguments p T die Ausdriicke # (a — x)/v und 
pb (2a—x)/v einfiihren. Die so erhaltenen Ergebnisse werden ziemlich uniibersichtlich. 
Wir betonen jedoch, daB diese ,,zweidimensionale““ Rechnung entsprechend dem hier gezeigten 
Verfahren ohne Schwierigkeit durchgefiihrt werden kann. 
Setzt man die Gln. (11) und (12) in (9) und (10) ein, so ee 


Rng =, (cosh pT + ig 72 sinh 2 pT +3 eu p a (13) 
3 


Fi sinh 2 pT + 3 


2i,= Qu (7 cosh? p T +2 Te b D) (14) 
Wir addieren nun die Gln. (7) und (8) sowie die Sn oe Gln. (13) und (14). Dabei 
fallt die unbekannte #-Funktion A heraus, und es ergibt sich: 

2U, ei\ens & Zig Zane tay Y 
wi sinh 2p T+ (7 + 3 Jsinh oT. (15) 


TOT te LL eT 
2Z3 1aT, 


= ( - = F:)eosh®p T (= 
Wir wenden die folgenden Beziehungen an: 


2smh* pT —cosh2pf—1; 2¢cosh*~T =—cosh2pT 41 
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und driicken anschlieBend in bekannter Weise die Hyperbelfunktionen durch die Exponential- 
funktion aus. Ferner fiithren wir die folgenden Abkiirzungen ein: 

ae 2) “ __ 2a 44 . tha 2 16 

Sts At a ey tor i Tah pe 7 uy 


Die Ausdriicke (16) heiSen Reflexionsfaktoren der entsprechend bezifferten StoBstellen 
in Bild 2. Nach elementarer Umformung erhalt man damit aus Gl. (15) als Bildfunktion der 
Spannung us: 

(1 + %4) (1 + 1%) (1 + 73) 
1+ % (vy + 1%) e—2PT 4+ 4 %,e—4PT © 


(17) 


Gules ter eee 
P 


Damit sind tiber die Gln. (11) und (13) auch die Bildfunktionen der Spannungen wu, und 
an den beiden iibrigen Reflexionsstellen gegeben. Aus Gl. (11) erhalt man durch einfache 
Umrechnung unter Beriicksichtigung der Abkiirzungen Gl. (16): 


_ Xs pT ap 
oa ear See wala ¥ (18) 
Entsprechend folgt aus Gl. (13): 
See ef a OY FE REA re Te (19) 


(1 + 7%) (1 + 75) 


3.2. Riicktransformation der Bildfunktionen in den Originalbereich 


Die Gl. (17) ist in den Originalbereich zuriicktransformierbar mittels des FOURIER-MELLIN- 
schen Integrals [8]: 
+70 
ly = Q(B us) = —— | (Gam) oP dp. (20) 
co 


204 


7 
Zuvor wollen wir jedoch denjenigen Wert bestimmen, dem die Spannungen w, bis uw, fiir 
t > oo zustreben. Dieser Wert muB fiir alle drei Spannungen gleich sein, weil nach dem Ab- 
klingen aller Wellenspiele wegen der angenommenen Verlustlosigkeit der Leitungen keine 
Langsspannungen zwischen den Stofstellen auftreten kénnen. Der gesuchte Betrag ergibt 
sich als Residuum des Integrals (20) im Nullpunkt der komplexen p-Ebene [9], [10]. Dazu 
setzen wir 
p=08*; dp=jod? dp 
aud erhalten aus Gl (17) and‘(20) mit y=1,.2, 3: 
(dV nec = Us Saaiscs Murad EUS as); | exp (Q a dy 
20 1+ % (% + %3) exp (— 20 Te?) + 4,7, exp (— 40 T é/9) 


fe} 
o—>0 


ae Bi) hae CAGh ae ty) Eh se 24) 
OL age 7) eta ha 


Setzt man hier die Ausdriicke (16) fiir die Reflexionsfaktoren ein, so folgt einfach: 


22s 


Zp seo gael eee Ee (23) 


(u,), > 0 


Wir kommen nun zur Riicktransformation der Gl. (17). Dazu setzen wir {us an als Reihe 
nach steigenden Potenzen von e~??? ; 


rd CC a (22) 


Raa 


XLVI. Band 
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Durch Ausdividieren der rechten Seite von Gl. (17) findet man fiir die Koeffizienten c, folgende 
Ausdriicke: 


Cy=1; % =—7%7 (4+ 7s), 
Cg = [%q (71 + 73)? —1 7s » 
Cy — [fe (My, 1 7) P 2 ra (Mr Fs) ] F175 » (23) 
Cs = [%o (71 + 75) ]* — 3 [re (11 + 73)? 173 + (%1 7)? 
Allgemein: 
k—A— 
a=? Say iat trot ar. (238) 


At) OND Zeer 
Unter Verwendung der Koeffizienten c, lassen sich die Bildfunktionen fiir «, und uw, mit 
Gl. (18) und (19) wie folgt schreiben: 


oo 


Sm = ZU + 7) Ds; [Cha + Cy 1» (1 + 73) a Ck —1 73] le os ? (24) 


Uy 2 
a ty == Md Say ear) 2 (Ce 41 + &% 7s) Cap eg eT (25) 


WOLIN' Cy = €_j — 0 ZuU'Setzen ist. 
Unsere Aufgabe ist also auf die Riicktransformation des Ausdrucks 
e—npT 


zuriickgefiihrt. In das Umkehrintegral (20) eingesetzt, ergibt sich: 
any 


(BSS Berets) 


co 


1 i gpa) =!’ fit ede 


ga eet pa 
( 2 Th Thube ye os Hb IP, 


(26) 


264 
—jo 
Fiir ¢ =  T liefert das Integral den Mittelwert 1/2, was jedoch physikalisch unwichtig ist. 
Der Beweis der Gl. (26) wird mit Hilfe des CaucHyschen Satzes gefiihrt [8], [9], [10], [11]. 
Die auf der rechten Seite stehende Funktion hat den in Bild 3 
gezeigten Verlauf und wird als ,,Einheitssprung zur Zeitt=nT" 1 
bezeichnet. An Stelle der umstandlichen Schreibweise in Gl. (26) 
verwenden wir das Zeichen 
fiir ¢ is 
lien eee (26a) 
a, aibhe Gs Sse IE 
0 kT t 
gelesen ,saltus (¢ —— 9, a)’. Bild 3. Die Funktion sal (t — 2k T). 


Wir konnen nun zusammenfassend die zeitlichen Verlaufe der drei betrachteten Spannungen 
anschreiben, wobei wir auf die Spannung U, der ankommenden Welle beziehen: 


ae (a +7) Pacer + Cy 1% (1 + 73) + &%—1 73] sal ((—2kT), (27) 
Batt F Coes + ore) sal'—@h +3) 7), (28) 
Ha Gtnatn a+r SE qsal 2k), (29) 

Mie denak cellizienten c= ¢, = 0 und iftir k= 1, 2.35... : 
cals Soe, ay P I ata ral rl (30) 


Die Reflexionsfaktoren berechnen sich aus den gegebenen Wellenwiderstanden nach Gl. (16). 
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Hiermit ist unser Problem fiir eine iiber eine Leitung einfallende Rechteckwelle grund- 
satzlich gelést. Die Gln. (27) bis (29) driicken die drei gesuchten Spannungen als Summen von 
Sprungfunktionen aus. Nach dem k-ten Sprung stellt sich also jeweils ein Spannungsbetrag 
ein, der gleich der Summe aller bis dahin stattgefundenen Spriinge ist und bis zum nachsten 
Sprung konstant bleibt. Man erhalt im allgemeinen auf- und absteigende ,,treppenformige“ 
Spannungsverlaufe mit veranderlicher Stufenhdhe. 

Mit den Lésungen (27) bis (29) haben wir zugleich die héchstméglichen Spannungen in 
der Wicklung erfaBt. Denn wegen der gleichen Laufzeiten in den Abschnitten 1, 2 und 2, 3 
des Bildes 2 kénnen Uberlagerungen von Wellenziigen nur an den Stofstellen ihren Anfang 


; , 3 nehmen. Daher lassen sich ferner aus den Span- 


> aaaanoerar Fen ~---——°——----  nungen an den drei Reflexionsstellen in einfacher 
sci itene oak, re Weise die Spannungen an beliebigen Orten x der 
gene eo Sa Wicklung bestimmen mit Hilfe des in Bild 4 ge- 
47 —— aes a eee zeichneten ,,Wellenfahrplans“. 
rey ee saad ate Pe rae Beispiel: Wie groB ist die Spannung der Wick- 
‘ J+ a5 ‘lung gegen das Blechpaket am Ort 7, = 2/3 a zur 
: 2 . Leitt-= 25°23 


Bild 4. ,,Wellenfahrplan‘‘ fiir die allgemeine Ersatzschaltung Da nal naher an Klemme 2 als an Klemme 1 

Bis Sik Ermltong der Spannong gn gnem pelebigen Of liegt, hat die nach links laufende Front der Ge- 

Pfeile bedeuten Ausbreitungsrichtungen von Wellenfronten. samthodhe U»(T) den Punkt %, Zur Zeit 2,5 T schon 

iiberschritten, wahrend die Welle der Gesamt- 

hohe w,(2 T) ihn noch nicht erreicht hat (Ihre Front befindet sich erst bei x = 0,5 a). Die 
gesuchte Spannung hat also den Betrag u,(T), der aus Gl. (28) zu berechnen ist. 

Aus den Spannungen gegen das Blechpaket an zwei Orten x, und x, 1aBt sich durch Diffe- 
renzbildung die Spannung zwischen den entsprechenden Punkten der Wicklung ermitteln. 
Nach dem oben gesagten folgt daraus: Die zwischen zwei Punkten der Wicklung (z. B. im 
Wickelkopf) auftretende Spannung kann héchstens gleich der groBten Differenz der zeitlich 
zusammenfallenden Sto8stellenspannungen sein. 

Wir kommen nun von dem allgemeineren Fall Bild 2 zuriick auf die StoBschaltungen des 
Bildes 1, indem wir fiir die Wellenwiderstande Z, bis Z, die entsprechenden Werte aus Bild 1 
einsetzen. Dabei vereinfachen sich die Wellenkoeffizienten in Gl. (30) recht erheblich. Aus 
der rechten Seite des Bildes 1 in Verbindung mit Gl. (16) ist namlich leicht zu sehen, daB 
stets einer der Ausdriicke 7,(7; + 73) und 7,7, verschwindet: Beim dreipoligen StoB ist 
7,73 = 0; beim zwei- und einpoligen StoB dagegen 7, + 7; = 0. Damit folgt aus Gl. (30) fiir 
den dreipoligen StoB: 


Cs eta ae (30a) 


und fiir den zwei- und einpoligen StoB: 


Cr yee | tet, pe O- | (Pee OAs Zoe eae (30b) 
Hier verschwinden also alle c, mit geradzahligem Index. Wir betonen, da die vereinfachte 
Koeffizientengleichung (30b), nur gilt, wenn gema8 Bild 1 die Spannungswelle tiber eine 
gentigend-lange Leitung ankommt und der Sternpunkt der Wicklung als erdfrei angesehen 
werden kann. 

Als Beispiel fiir die zahlenmaBige Auswertung der Lésungsgleichungen (27) bis (30b) er- 
mitteln wir den Spannungsverlauf beim einpoligen Sto8 fiir drei verschiedene Werte des 
Wellenwiderstandes der angeschlossenen Leitung. Es sei nacheinander Z Lp OL LZ, =e 
und Z, = 10Z, wobei mit Z wie bisher der Wellenwiderstand eines Stranges der Generator- 
wicklung bezeichnet ist. Der Wert von Z liegt bei Turbogeneratoren mit Einstabwicklung 
im Bereich 50 bis 150 Ohm. Der Fall Z, = 0,1 Z entspricht also etwa dem AnschluB eines 
Kabels, der Fall Z, = 10 Z dem einer Freileitung. 

Fir den einpoligen Sto8 gilt mit Bild1 und 2+ Z, = Z,/2 = Z/2, also in Gl. (16) durch- 
weg 7, = —1/3. Die beiden tibrigen Reflexionsfaktoren hangen ab vom Verhiltnis Z,/Z, 


Xx F re : : . 
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sind jedoch bei angeschlossener Leitung entgegengesetzt gleich. Im vorliegenden Fall ist 
”, = + 0,8182; 7, = F 0,8182 fiir Z, = 0,1 Z und 10 Z sowie 71,3 = 0 fiir Z, = 2siDienach 
Gl. (30b) berechneten Koeffizienten c, stimmen fiir Z, = 0,1Z und Z, = 10Z itberein; 
fiir Z, = Z verschwinden alle c, bis auf cy = 1. Die mit Hilfe der c, aus Gl. (27) bis (29) be- 
rechneten Spannungen sind in Bild 5 veranschaulicht. Man erkennt, daB beim Sto8 iiber die 


2,0 


48 


46 


Bild 5. Einpoliger Sto®B mit Rechteckspannung U, iiber eine ,,un- 7-012 
endlich lange‘‘ Leitung. Bezogene Verlaufe der Spannungen 1, an Le 
der gestoBenen Klemme, “#, am Sternpunkt und wu, an den nicht- 02 WA 


gestoBenen Klemmen fiir drei verschiedene Werte des Leitungs- 
Wellenwiderstandes Zr. Z ist der Wellenwiderstand, T die Lauf- 
zeit fiir einen Wicklungsstrang. 


Leitung mit niedrigem Wellenwiderstand die Spannung an den Eingangsklemmen auf etwa 
den 1,8-fachen Wert der ankommenden Welle ansteigt und beim weiteren Eindringen in die 
Wicklung stark abgesenkt wird. Am Sternpunkt verlauft sie als gedampfte Rechteckschwin- 
gung um den Mittelwert 2/3 Uy, den man iibrigens wegen Z, = Z,, Z3 = Z,/2 als Endwert 
aller Spannungen fiir ¢ oo aus Gl. (21) erhalt. (Die Dampfung trotz der angenommenen 
Verlustlosigkeit der Wicklung riithrt daher, daB bei jeder Reflexion an den Klemmen 1 und 3 
des Bildes 2 ein Teil der Energie in Richtung x + -++ oo das System verlaBt.) Die Spannung 
im Falle Z, = Z hat einen besonders einfachen Verlauf, diejenige des Falles Z, = 10 Z einen 
durchweg aperiodischen, der auBerdem an den nichtgestoBenen Klemmen mit der Spannung 
fiir Z, = 0,1 Z iibereinstimmt. 


4, RechteckstoB aus unmittelbar angeschlossenem StoBspannungserzeuger 


Wir haben bisher den Fall betrachtet, daB eine Rechteckwelle der Hohe U, iiber eine ,,un- 
endlich lange“ Leitung an die Generatorklemmen gelangt. Dies entspricht vorbehaltlich der 
angenommenen Idealisierungen der médglichen StoBspannungsbeanspruchung im Betrieb. Bei 
der StoBspannungspriifung der Maschine dagegen liegt der StoBgenerator meistens un- 
mittelbar an den Wicklungsklemmen, wobei die Leitungen an den nichtgestoBenen Klemmen 
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durch einen ohmschen AbschluBwiderstand nachgebildet werden. In der Ersatzschaltung 
Bild 2 tritt also an die Stelle der nach rechts abgehenden Leitung ein Querwiderstand R. Wie 
wir oben im AnschluB an Gl. (8a) sahen, andern sich dadurch die Wellenvorgange in der 
Wicklung nicht. Dagegen tritt durch die Anderung der Schaltung am linken Ende des 
Bildes 2 eine formal geringfiigige Abweichung von den bisherigen Ergebnissen ein. Bild 6 
zeigt die allgemeine Ersatzschaltung fiir den RechteckstoB bei direkt angeschlossenem StoBb- 


4 


“| y ep Sy de R 2 | R 
ee ee oe eS Soe ze Y = 
2r=0 = 
Bild 6. Ersatzbild fiir den StoB aus unmittelbar angeschlossener StoB- Bild 7. Priifschaltung beim einpoligen StoB. 
spannungsquelle mit dem Innenwiderstand R, und der Leerlaufspan- Die Klemmen sind beziffert gema8 Ersatzbild 6. 


nung U,. AbschluB der Wicklung mit einem ohmschen Widerstand R. 


generator mit dem Innenwiderstand R, und der Leerlaufspannung U,. Da sich rechts vom 
Klemmenpaar 1 physikalisch nichts gedndert hat, gelten die transformierten Leitungsglei- 
chungen (9) bis (14) wie bisher. Links vom Klemmenpaar 1 gilt jedoch jetzt statt der Gln. (7) 
und (8): 
Us : 

rag Oe (31) 
Setzt man in diese Gleichung links den Ausdruck fiir @ uw, aus Gl. (13), rechts denjenigen fiir 
%12, aus Gl. (14) ein, so erhalt man die Gl. (15) mit dem einzigen Unterschied, daB jetzt auf 
deren linker Seite an Stelle von 2 U, lediglich U, steht. Wir erhalten also die Ergebnisse fiir 
den RechteckstoB bei unmittelbar angeschlossenem StoBgenerator, indem wir in den Glei- 
chungen fiir den StoB tiber angeschlossene Leitung die GréBen Z, und Z, durch Ry und R er- 
setzen sowie statt des Zeichens U, das Zeichen U,/2 schreiben. Die Gln. (16) fiir die Reflexions- 
faktoren lauten sinngemaB: 


WAS a m4 = Zi k—Z, 


= eben ohm vs = : 2 
ame, a ey ae (32) 


1% 


Die Koeffizientengleichung (30) gilt unverandert, die Spannungsbeziehungen (27) bis (29) 
dagegen halbieren sich. Insbesondere folgt als zeitlicher Grenzwert aller Spannungen an Stelle 
von Gl. (21) der entsprechende halbe Wert 


R 


CAS = Rie Up » (33) 


wie man auch sofort aus der Ersatzschaltung Bild 6 erkennt. 

Bei der StoBspannungspriifung von Generatoren wird am haufigsten die dem einpoligen 
StoB Bildic entsprechende Priifschaltung vorgenommen (Bild 7). Wa&ahlt man dabei den 
AbschluBwiderstand gleich dem halben Innenwiderstand des StoBgenerators, also 


R= R/2, (34) 
so liegen dieselben Spannungsverhaltnisse vor wie bei der méglichen Beanspruchung im Be- 
trieb. Es ist dann 7; = —r,, und es gelten die vereinfachten Koeffizientenformeln (30b). 


Die Bedingung (34) ist jedoch meistens nicht erfiillt. Der Abschlu8widerstand R soll ja die 
Parallelschaltung zweier Leitungen vom Wellenwiderstand Z, nachbilden, ist also an die 
Forderung Rk = Z,/2 gebunden. Der Innenwiderstand des StoBspannungserzeugers miibte 
daher nach Gl. (34) der Beziehung 


Ross Qt eal (34a) 


‘s 
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-geniigen. Nun ist R, bei den StoBschaltungen nach VDE 0450 im Wesentlichen mit dem 
Dampfungswiderstand R, identisch. Der Dampfungswiderstand wiirde bei Erfiillung der 
Forderung (34a) viel zu hoch ausfallen und dadurch den Ausnutzungsgrad der StoBanlage 
auBerordentlich verschlechtern. In den meisten Fallen ist also R) <Z,. Damit entfallt die 
Symmetrieeigenschaft 7, = — 73, und man muB fiir die Berechnung des Spannungsverlaufs 
die allgemeine Koeffizientengleichung (30) heranziehen. 


4 


0 == ap 14, 6 18 


te 


Bild 8. Einpoliger Sto8 mit Rechteckspannung U, aus einem StoSgenerator mit dem Innenwiderstand R, = o. 
Bezogener Verlauf der Spannung w, am Sternpunkt und der Spannung uw, an den nichtgestoBenen Klemmen 
fiir drei verschiedene Werte des Abschlu8widerstandes R. 


Als Zahlenbeispiel hierzu sind in Bild 8 die Spannungen am Sternpunkt und am Abschlub- 
widerstand aufgetragen fiir den Grenzfall Ry = 0 (Entladung eines sehr groBen Kondensators 
iiber die Generatorwicklung) und fiir drei verschiedene Werte des AbschluBwiderstandes. 
Die bezogenen Verlaufe streben nach Gl. (33) dem Wert 1 zu. Im Falle R = oo erhalt man 
jedoch eine ungedémpfte Schwingung um den Wert 1 als Mittelwert. In diesem Falle wird 
namlich an keiner Stelle der Schaltung Energie verbraucht. 


5, Spannungsverlauf bei beliebiger Form der StoBwelle 


5.1. Anwendung des DuHAmeEtLschen Integrals auf die Lésung fiir die 
Rechteckwelle 


Wir behandeln nun den Fall, daB die ankommende StoBwelle eine beliebige Zeitfunktion 
f(é) ist, wobei wir annehmen wollen, da8 diese Funktion stetig ist und zur Zeit ¢ = 0, also 
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bei Ankunft am Orte x = 0 in Bild 2 oder beim SchlieBen des Schalters in Bild 6, den Wert 
Null habe. Es gelte also 

flo) =0; fl) = stetig. (35) 
Diese Forderungen sind in der Praxis stets erfiillt, da sich Sprungfunktionen im mathema- 
tischen Sinne physikalisch gar nicht verwirklichen lassen. 

Die vom Sto8 der Funktion f(t) auf die Generatorklemmen verursachten Spannungen in 
der Wicklung kénnen wir aus den Leitungsgleichungen gewinnen, indem wir die betreffende 
StoBwelle als Randbedingung einfiihren. Im vorliegenden Fall fiihrt jedoch ein anderer Weg 
viel schneller zum Ziel, vorausgesetzt, da man die entsprechenden Lésungen fiir den Ein- 
heitssto8, d.h. fiir eine Rechteckwelle der Héhe1, bereits kennt. Das sind aber genau 
unsere bezogenen Spannungsverlaufe der Gln. (27) bis (29). Sie lassen sich zusammengefaBt 
so schreiben: 

z (t) =a, )) Gvx, sal (i = t,x) , (v Seth eas 3) , (36) 
0 k=0 


Mitte laa ek 1 te == (2 koe. 


Legen wir nun eine StoBspannung f(t) an, so laBt sich der entsprechende Spannungsverlauf 
unter Beachtung der Bedingung (35) anhand der folgenden Beziehung ermitteln (DUHAMEL- 
scher Satz, [8]): 


t te) 


df (¢ — / df (¢ — ce 
ur = — [ PES? & war =a, [POE San sale—tid dr. G7) 


° t 


k=o 


Hier ist zum Unterschied vom Spannungsverlauf beim Rechtecksto8 die Spannung bei be- 
liebiger StoBfunktion f(t) mit w* bezeichnet. In GI. (37) setzen wir zunachst den gemeinsamen 
Faktor df (¢—t)/dr unter das Summenzeichen. Da ferner die unter dem Integralzeichen 
stehende Reihe fiir beliebiges k nur endliche Werte annimmt, darf man Gl. (37) gliedweise 
integrieren und erhalt so: 


oe df (¢—t) 
u(t) = a Sits | a (4, ade, (37) 
=o t 
Bei Beachtung der Eigenschaften der im Unterabschnitt 3.2. (Bild 3) eingefiihrten SALTUS- 
Funktion nehmen die in Gl. (37a) auftretenden Integrale folgende Werte an: 
[4s (x —t,,) dy =o im Intervall oSt<i,, 


t 
° ty 


Ag 8 
| Soe dle yp ar | UA ae =f ttn) —f0) =f C—t,) ic 


t 
im Intervall t,,< tS 00. 


Die durch Gl. (38) beschriebene Funktion laBt sich offenbar geschlossen wiederum mit Hilfe 
des SALTUS-Symbols darstellen: 


te) 


| Gt sal (7 —t,,) dv = f (¢ —f,,) sal 6 —4,,) - (30) 


t 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als die um das Stiick ¢,, auf der Zeitachse 
nach rechts verschobene StoBspannung /(f), wenn man nur den Verlauf von f(t) fiir positive 
Zeiten beriicksichtigt (Bild 9). Mit Gl. (39) und (37a) folgt schlieBlich als Spannungsverlauf 
am y-ten Klemmenpaar der Ersatzschaltung Bild 2: 


uy =a, Da AAU ror ty) sal (t == ty) ) (v = 1,2, 3) , (40) 


k=0 


a 
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worin mit Gl. (27) bis (29) gilt: 
Q=1+%H;, &=(1+%) (1 +%); a= (2 +7) (2 +72) (1 +75) 5 
Vik = Choi + ye Cet ta) i Orta, 
Yok = Ceti + Ce%3, G5r = Ck» 
ie Is 0p (2k A) te BRT 


Die Wellenkoeffizienten c, berechnen sich wie bisher aus Gl. (30). Ist die StoBspannung /(é) 
schon von sich aus fiir negative Zeiten gleich Null, so kann man in Gl. (40) die SALTUS-Symbole 
weglassen. 

Gl. (40) gilt gemaB den Ausfiihrungen des vorigen 
Abschnitts auch fiir den Fall des kurz angeschlossenen F(t) 
StoBgenerators, wobei sich lediglich die a, halbieren 
und die Reflexionsfaktoren nach Gl. (32) ermittelt 
werden. Als Spannung f(t) ist die Leerlaufspannung 
des StoBgenerators einzusetzen. Bildg erlautert den er 
Aufbau der Spannung uw aus den einzelnen Teilwellen. 


(41) 


5.2. Vergleich mit Messungen 
Kritik der vereinfachten Theorie 


Zur Veranschaulichung der zuletzt gewonnenen 
Ergebnisse bringen wir zwei Beispiele. Die dabei be- 
rechneten Spannungsverlaufe sollen anschlieBend mit 
entsprechenden Oszillogrammen verglichen werden. 

a) Die Standerwicklung eines Turbogenerators soll 
an einem StoBspannungserzeuger mit dem Innenwider- 
stand Ry » R, = 5 Ohm dreipolig gestoBen werden. Der 
resultierende Wellenwiderstand der drei parallel ge- 
schalteten Wicklungsstrange betragt 50 Ohm. Die Leer- 
laufspannung f(t) des StoBgenerators ist in Bild 10 
oben gezeichnet. Wie verandert sich diese Spannung 
bei Belastung mit der Wicklung und wie verlauft die 
Spannung am ungeerdeten Sternpunkt der Maschine? 
In der Ersatzschaltung Bild 6 ist zu setzen Z, = 50 Ohm, 
Z,= R=o. Damit erhadlt man aus Gl. (32) die Re- 


flexionsfaktoren Bild 9. Spannungssto8 bei beliebiger Kurvenform f(t). 
Der Spannungsverlauf an einer Reflexionsstelle ent- 
i= 0,818; = Ins Vee 0 steht durch Uberlagerung der mit den Wellenkoeffi- 


zienten q»z multiplizierten und zeitlich verschobenen 


: - — Stofis t) gemaB Gl. (40). Die Koeffizient 
und aus der vereinfachten Gl. (30a) die Wellenkoeffi- “°°? we shia wee wien angenseen oe 
zienten 


€ ={-—=0;818)" 5. 
Da die StoBspannung in diesem Falle fiir ¢< 0 Null ist, kénnen die SaLttus-Funktionen in 
Gl. (40) weggelassen werden. Es folgt als Spannung am Wicklungseingang: 
us = 0,909 [f(t)'+ 0,182 f (¢ — 2 T) — 0,149 f ¢ — 4 T) 
+ 0,122 f (¢ — 6 T) — 0,009 f (¢ — 8 T) 
BRT ret kee Te 
Sie ist in Bild 10, Mitte, aufgetragen. Die Spannung am Sternpunkt ist: 
uz = 1,818 [f(t — T) — 0,818 f (¢ — 3 T) + 0,669 f ((— 5 T) 
— 0,547 f (t—7 T) + 0,448 f(t — 9 T) 
se cision tard ph 


Sie ist in Bild 10 unten gezeichnet. Trotz der angenommenen Verlustlosigkeit der Wicklung 
ist eine erhebliche Dampfung durch den Innenwiderstand des Sto8generators vorhanden. Die 
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am Sternpunkt auftretenden Wellen sind eine Laufzeit spater deutlich in der Eingangsspan- 
nung zu erkennen. Bemerkenswert ist, daB trotz des sehr geringen Dampfungswiderstandes 
(5 Ohm) der StoBanlage die Leerlaufspannung bei Belastung merklich verandert wird. 

Bild 11 zeigt zum Vergleich Oszillogramme, die an einer entsprechenden Wicklung mit 
niedriger StoBspannung mit w,,, = 170 V aus einem Repetitions-StoBgenerator aufgenom- 
men wurden. Vergleicht man die Bilder mit den berechneten, insbesondere beziiglich der 
Anzahl der abgebildeten Sternpunkt-Schwingungen, so sieht man, daB die Laufzeit der reflek- 
tierten Wellen scheinbar wesentlich gréBer ist als die Laufzeit des FuBpunktes der zuerst 
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Bild 10. Dreipoliger StoB auf die Standerwicklung eines Turbogenerators Bild 11. Die berechneten Spannungsverliufe des Bildes 10 sind 
aus einer StoBspannungsquelle mit dem Innenwiderstand R, = 5 Ohm. hier an einer entsprechenden Wicklung oszillographiert. MaBstabe 
Resultierender Wellenwiderstand der drei parallelgeschalteten Wick- wie in Bild 10. 


0 10 20 30 40 50 60 70 jus 80 


lungsstrange Z/3 = 50 Ohm. 
Oben: Leerlaufspannung des StoBgenerators 
Mitte: Spannung am Wicklungseingang 
Unten: Spannung am (erdfreien) Sternpunkt. 


eindringenden Wellenstirn. Dies beruht auf dem EinfluB der in unserer Rechnung nicht 
mitberticksichtigten Verzerrung der urspriinglichen Wellenform infolge der Verluste in 
der Wicklung. Hierdurch wird eine mit steigender Ordnungszahl zunachst stark zunehmende, 
sodann nahezu gleichbleibende Abflachung der Stirnen der reflektierten Wellen bewirkt. Die 
wirkliche meBbare Laufzeit ist in diesem Falle nur durch die Laufzeit des ersten WellenfuB- 
punktes gegeben (in Bild 10 und 11 betragt diese Zeit 6 ws). AuBerdem stellt man fest, daB 
die Dampfung im Oszillogramm gr6éBer ist als im berechneten Bild, ebenfalls infolge der 
Wicklungsverluste. 

AuBer den in Bild10 und 11 sichtbaren Mangeln der einfachen Theorie tritt bei ent- 
sprechenden Messungen eine Schwierigkeit auf, die wir fiir unser Zahlenbeispiel durch die 
unmittelbare Angabe des ,,resultierenden Wellenwiderstandes“ der Parallelschaltung der 
drei Wicklungsstrange bereits ausgeschieden haben. Dieser resultierende Wellenwiderstand 
miiBte nach unserer Theorie gleich einem Drittel des Wellenwiderstandes, gemessen am 
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Einzelstrang, sein. Dies ist jedoch nur dann richtig, wenn zwischen den drei Strangen keiner- 
lei induktive und kapazitive Kopplung besteht. In Wirklichkeit sind die resultierenden 
Wellenwiderstande bei den drei Sto8schaltungen des Bildes 1 merklich von denen verschieden, 
die sich durch einfache Reihenparallelschaltung des Einzelstrang-Widerstandes Z ergeben. 
Diese Tatsache wird durch die hier vorgetragene Theorie nicht erfaBt; sie 14Bt sich jedoch — 
wie oben — im Einzelfall umgehen, indem man gemessene Werte der resultierenden Wider- 
stande einsetzt. Solche Werte lassen sich an den zu untersuchenden Maschinen mit nicht zu 
groBem Aufwand (Niederspannungs-StoBgenerator und Oszillograph) ermitteln. 


Bild 12. Einpoliger StoB aus einem StoSgenerator mit Ry = 5 Ohm und der Leerlaufspannung wie in Bild 10. Wellenwiderstand des einzelnen 
Wicklungsstranges Z = 50 Ohm. Links berechneter, rechts oszillographierter Verlauf der Spannung an den offenen nichtgestoBenen Klemmen. 
Man vergleiche hiermit den Verlauf fiir den RechteckstoB und R, = o in Bild 8, unterer Teil. 


b) Mit dem gleichen StoBgenerator (R,) = 5 Ohm, %,,, = 170 V) wurde eine Stander- 
wicklung einpolig gestoBen (Schaltung Bild 7). Der Wellenwiderstand des einzelnen Wick- 
lungsstranges betrug hier Z = 50 Ohm. Wir wahlen hier als Beispiel wieder den Fall R = co, 
weil er einen besonders charakteristischen Spannungsverlauf ergibt. Die Reflexionsfaktoren 
folgen aus Gl. (32) zu 


Veo OLOn 14 == 073335" 15 = 1% 


Fiir die Berechnung der Koeffizienten c, muB8 hier die allgemeine Beziehung (30) benutzt 
werden. In Bild 12 ist der berechnete Spannungsverlauf wf an den nichtgestoBenen Klemmen 
dem entsprechenden Oszillogramm gegeniibergestellt. Beziiglich der scheinbar nach rechts 
zunehmenden Laufzeit gilt das unter a) gesagte. Der vor dem Eintreffen der eigentlichen 
Wellenstirn am Wicklungsende auftretende negative Spannungsverlauf riihrt von der in- 
duktiven Kopplung zwischen Eingangs- und Ausgangsklemmen her. Der gemessene Span- 
nungshéchstwert ist infolge der Dampfung niedriger als im berechneten Bild. Auffallig ist 
ferner im Oszillogramm die gegeniiber der Theorie merklich kleinere abfallende Stufe hinter 
dem Spannungshéchstwert. Auch diese Abweichung vom berechneten Verlauf ist auf die 
Kopplung zwischen den Wicklungsstrangen zuriickzufiihren. 


6. Zusammenfassung 


Legt man eine Sto8spannung an die Klemmen der Standerwicklung eines Turbogenerators, 
so verhalt sich die Anordnung Wicklungsstrang — Blechpaket angenahert wie eine homogene 
Leitung mit einem bestimmten, meSbaren Wellenwiderstand Z. Bei Vernachlassigung der 
induktiven und kapazitiven Kopplung zwischen den Strangen sowie der Verluste in der 
Wicklung ist es mit verhaltnismaBig geringem mathematischem Aufwand méglich, ein an- 
genahertes Bild vom Spannungsverlauf in der Wicklung zu erhalten. Aus den Ersatzschal- 
tungen fiir den ein- bis dreipoligen StoB iiber eine an den Generatorklemmen liegende ,,un- 
endlich lange“ Leitung wird dabei zunachst ein allgemeines Ersatzbild in Form von vier 
hintereinander legenden Leitungsabschnitten mit verschiedenen Wellenwiderstanden auf- 
gestellt (Bild 2). Durch Anwendung der Larrace-Transformation auf die Differentialglei- 
chungen der Leitung erhalt man die zeitlichen Spannungsverlaufe an den Eingangsklemmen, 
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am Sternpunkt und an den Ausgangsklemmen der Wicklung bei tiber die Leitung einfallender 
Rechteckwelle (Gln. (27) bis (30)). Dieselben Beziehungen gelten mit geringer formaler 
Anderung auch bei unmittelbar an die Wicklung angeschlossenem StoBgenerator mit ge- 
gebenem Innenwiderstand R, und bei Abschlu8 der Wicklung mit einem ohmschen Wider- 
stand R. Mit Hilfe eines einfachen ,,Wellenfahrplans‘‘ (Bild 4) lassen sich aus den erhaltenen 
Spannungsverlaufen an den Reflexionsstellen die Spannungen gegen das Blechpaket an be- 
liebigen Orten sowie die Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten der Wicklung ermitteln. 

Im Anschlu8 an die Lésungen fiir Rechteckwellen erfolgt der Ubergang zu beliebigen 
Sto8spannungsformen durch Anwendung des DuHAMELschen Integrals. Fiir die in der Wick- 
lung auftretenden Spannungen lassen sich so wie im Falle der Rechteckwelle geschlossene 
analytische Ausdriicke anschreiben (Gln. (40) und (41)). 

AbschlieBend werden einige berechnete Spannungsverlaufe mit entsprechenden Oszillo- 
grammen verglichen, wobei sich eine gute qualitative Ubereinstimmung ergibt. Anhand der 
zahlenmaBigen Abweichungen werden die Mangel der vereinfachten Theorie besprochen. 


Literatur 


[1] NeuHaus, H., u. R. StrRicEL: Der Verlauf von Wanderwellen in elektrischen Maschinen und deren 
Schutz beim AnschluB an Freileitungen. Arch. Elektrotechn. 29 (1935) S. 702—721. 
[2] STRIGEL, R.: Elektrische Sto®festigkeit. 2. Aufl. Berlin/Géttingen/Heidelberg: Springer 1955. 
[3] Rimxus, H.: Der Einflu8 der Gegeninduktivitat zwischen den Phasen auf Wanderwellenvorgange in 
Maschinenwicklungen. Diss. TU Berlin 1948. 
[4] Rosrnson, B. C.: The Propagation of Surge Voltages through large Turbo-Alternators with Two Parallel 
Windings. Proceedings IEE, II, 1954, S. 335. 
[5] Roprnson, B. C.: The Propagation of Surge Voltages through High-Speed Turbo-Alternators with Single- 
Conductor Windings. Proceedings IEE, II, 1953, S. 453. 
[6] Kern, B.: Die Reflexionen von StoBwellen in Maschinenwicklungen. Elektrotechn. u. Maschinenb. 76 
(1959) S. 415—418 u. 436—441,. 
[7] ZypxINn, J. S.: Differenzengleichung der Impuls- und Regeltechnik und ihre Lésung mit Hilfe der Laplace- 
Transformation. Berlin: Verlag Technik 1956. 
[8] Stmonyi, K.: Theoretische Elektrotechnik. Berlin: Deutscher Verlag der Wissenschaften 1956. 
[9] Rotue, R., F. OLLENDORFF u. K. POHLHAUSEN: Funktionentheorie und ihre Anwendung in der Technik. 
Berlin: Springer 1931. 
[10] Smirnow, W. I.: Lehrgang der héheren Mathematik, Bd. III, Teil 2. Berlin: Deutscher Verlag der Wis- 
senschaften 1959. 
[11] Wacner, K. W.: Operatorenrechnung und LapLacesche Transformation nebst Anwendung in Physik 
und Technik. Leipzig: J. A. Barth 1950. 


Dr.-Ing. WALTER BONING, Siemens-Schuckertwerke AG, 
Miilheimer Werk, Laboratorium Generatoren 


pe kci pie G. BULLINGER: Der dielektrische Oberwellenverstarker 141 


Der dielektrische Oberwellenverstarker 
(Ein steuerbarer Oberwellengenerator) 


Von 
G. BULLINGER, Miinchen 


Mit 12 Textabbildungen 


(Eingegangen am 16. Dezember 1960) 


Ubersicht: Wird cin ferroelektrischer Kondensator mit einer hohen sinférmigen Wechselspannung beauf- 
schlagt, so entstehen starke Stromoberwellen, die in ihrer Amplitude besonders von der Kondensatorvor- 
spannung — also einer Gleichspannung — abhangig sind. Dieser Effekt erméglicht — wie der Verfasser zeigt — 
eine wirkungsvolle Verstarkerschaltung aufzubauen: mit einer geringen Eingangsleistung laBt sich eine viel- 
fach gréBere Ausgangsleistung in der gerad- bzw. ungeradzahligen Oberwellenfrequenz steuern. Eine solche 
Anordnung, hier ,,dielektrischer Oberwellenverstarker‘’ genannt, wird in bezug auf seine Eigenschaften als 
sehr hochohmiger Verstarker und als steuerbarer Frequenzwandler an Hand der Versuchsergebnisse diskutiert. 


1. Einfihrung, Diskussion der Kapazitats-Steuerung 


Die Elemente der elektrischen Leistungsverstarkung sind heute in einer standigen Ent- 
wicklung begriffen. Neben den mit Gleichstrom gespeisten Verstaérker-Elementen, wie Elek- 
tronenréhren und Transistoren, werden zunehmend auch die mit Wechselstrom betriebenen 
Verstarkergleder in Form der Stromrichter und Transduktoren verwendet. Einen neuen 
Typ hierzu stellt der dielektrische Verstarker dar, der sich erst am Anfang seiner Entwicklung 
befindet. Er beruht auf den besonderen dielektrischen Eigenschaften der ferroelektrischen 
Stoffe, die durch den nichtlinearen Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstarke und 
Polarisation gekennzeichnet sind. Es besteht hier eine weitgehende Analogie zu dem ferro- 
elektrischen Material, das in den Magnetverstaérkern verwendet wird. In beiden Fallen ist 
die nichtlineare Abhangigkeit zwischen Feldstarke —— 
und Polarisation bzw. Kraftflu8dichte durch die 
Hysteresekurve gegeben. 

Dieser Dualismus zwischen den beiden Verstar- 
kerarten laBt sich streng mit Hilfe der Dualgesetze [1] 
beschreiben. Damit gelingt es, beliebige Verstarker- 
schaltungen mit Eisendrosseln (magnetischer Verstar- 
ker) dual zu tibertragen auf Verstarkerschaltungen, 
die ferroelektrische Kondensatoren (dielektrischer __ pe : es 
Verstarker) enthalten. Die Ergebnisse befriedigen Be ete a vere et oe 
aber meist nicht. Man bekommt namlich — falls 
man von den iiblichen Magnetverstarkerschaltungen fiir Konstantspannungssysteme ausgeht 
— dielektrische Verstarkerschaltungen, die nur ftir Konstantstromsysteme geeignet sind. 
Eine weitere Schwierigkeit bereitet die Zufiihrung der Steuerspannung. Sie mu8 gegen- 
tiber dem Wechselstromkreis entkoppelt werden. 


Uy 


Up 


Die einfachste Form des dielektrischen Verstarkers erhalt man bei Anwendung der Kapazi- 
tatssteuerung!. Eine Schaltung nach VINCENT [2], die mit diesem Prinzip arbeiten, ist in 
Bild 1 dargestellt. 


In Serie zur Wechselspannungsquelle u, liegt eine Briickenschaltung mit zwei ferroelektri- 
schen (C,) und zwei normalen (C,,) Kondensatoren, sowie der Lastwiderstand Rk, dessen 
Leistungsaufnahme durch die in Abhangigkeit von der Steuerspannung u, veranderlichen 
Kondensatoren C, geregelt werden soll. 


Diese Art der Steuerung ist dual zur Induktivitatssteuerung. 
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Die Steuerspannung wird zwischen den Kondensatoren C, und C, zugefiihrt. Dem Wider- 
stand R ist also eine veranderliche Kapazitat vorgeschaltet. Fiir den Blindwiderstand von C, 


erhalt man: 
be 1 konst 


ips : = its 
f WC (Uy ) DE (u,) 
C; bzw. die DK ist hier die differentielle Kapazitét bzw. DK von C, im Arbeitspunkt, der 
durch die Vorspannung w, festgelegt ist. Die obige Ableitung ist nur "fiir kleine Spannungs- 
amplituden brauchbar. 

Der Steuereffekt wird also durch 
eine Anderung der Dielektrizitats- 
konstante (DK) in Abhangigkeit von 
der Steuerspannung erzielt. Build 2 
zeigt diesen DK-Verlauf als Funktion 
der Feldstarke fiir die Curietemperatur 
(7o° C) und fiir eine um 10° C tiefer 
liegende Temperatur. 

Von, groBer Bedeutung zur Beur- 
teilung der Brauchbarkeit des Ver- 
starkers ist der Aussteuerungsgrad #, 
worunter hier das Verhaltnis aus klein- 
ster (a) zu groéBter (a + b) Steueraus- 
lenkung des Ausgangsstromes bzw. 
der Spannung verstanden sein soll. 


Ey— Dieser Wert schwankt nun je nach der 


Bild 2. Verlauf der DK einer BaTiO,-Mischkeramik (Curiz-Temperatur 70° C) als Temperatur und je nach Art und GréBe 
Funktion der vorpolarisierenden Feldstarke E, bei einer Temperatur von 60° 


und 70° C, gemessen mit ca. 100 KHz und ca. 100 V/cm.” 


des Belastungswiderstandes. Im Kurz- 
schluBfall (R = 0) kann # aus der 
DkK-Kurve (Bild 2) direkt ermittelt 
werden. Eine kapazitive und eine 
ohmsche Belastung verschlechtert den 
Wert. Die induktive Belastung fithrt 
dagegen zu einem Anstieg; gleichzeitig 
treten aber hier Instabilitaéten auf, die 
sich in der Form von Kippschwingun- 
gen und einmaligen Kipperscheinungen 
zeigen. Sie erschweren den Betrieb des 
5 [emo] Verstarkers bei dieser Belastungsart. 
7 Ein groBer Aussteuerungsgrad er- 
fordert ferner, daB der ferroelektrische 
8 kV/em 1 Kondensator mit einer —im Vergleich 


Eco 


li 


zur Sattigungsspannung — kleinen 

Bild 3. Der Kondensator-Wechselstrom 7, als Funktion der vorpolarisierenden Wraehicel is 5 Ae 
Feldstarke E, fiir verschiedene Werte der sin-formigen Wechselfeldstarke Ey ec Pe spannung etrieben wird, denn 
bei 20°C. nur dann kann eine optimale, vor- 


spannungsbedingte DK-Anderung er- 
reicht werden. Steigert man namlich die Wechselstrombeaufschlagung der Keramik, so geht 
das Hand in Hand mit einer Verschlechterung des Aussteuergrades ~, sowie einer nicht 
wiinschenswerten VergréBerung der Kondensatorvorspannung. In Bild 3 ist eine Strom- 
Kurvenschar fiir verschiedene Wechselspannungs-Beaufschlagungen zusehen, die den genannten 
Sachverhalt bestatigt. 
Aber selbst mit einer weiteren Einschrankung, namlich der Annahme des KurzschluB- 
falles (R = 0) erreicht man unter diesen Bedingungen mit einer tiblichen BaTiO,;-Keramik 


Alle hier gezeigten Diagramme beruhen auf Messungen des Verfassers an einer BaTiO, Mischkristall- 
keramik, CurtE-Temperatur 70° C, Schichtdicke 1,1 mm, Elektrodenflache 4,33 cm?. 
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nur Aussteuerungswerte von = 1:4, héchstens 1:8. Die f-Werte liegen bei den allgemein 
vorkommenden Belastungsfallen noch viel ungiinstiger, so daB eine wirtschaftliche Verwen- 
dung dieses Verstarkertyps mit diesem ferroelektrischen Material nicht moglich erscheint. 

Nachteilig wirkt sich ferner die kleine Wechselspannungs-Beaufschlagung der Keramik 
aus, die zu einer nur geringen Ausnutzung der Kondensatoren fiihrt. Vor allem im Gebiet 
niederer Betriebsfrequenzen (z. B. 50 Hz) beeinflussen solche Einschrankungen erheblich die 
Wirtschaftlichkeit der Verstarkeranordnung. 


2. Der Kondensatorstrom bei hoher Wechselstrom-Beaufschlagung 

Um auch bei niederen Frequenzen einen hohen Ausnutzungsgrad der Kondensatoren zu 
erreichen, muB man die Wechselspannung der Keramik so weit wie moglich steigern. Das 
bedingt aber — wie bereits erwahnt — eine Verschlechterung des ohnehin nicht groBen Aus- 
steuerungsgrades, sowie eine nicht angenehme VergréBerung der Kondensator-Vorspannung 
(Bild 3). Somit ist klar, daB das bisher 
geschilderte Verstarkerprinzip verlassen 
werden mu8, wenn man mit einer 
BaTiO,-Keramik zu einer leistungs- 
fahigen und wirtschaftlich giinstigen 
Verstarkeranordnung kommen will. 

Bei einer hohen Wechselspannung 
am Kondensator tritt eine starke Ver- 
zerrung des Kondensatorstromes auf. 
Wird die Wechselspannung hinreichend 
groB gewahlt, so besteht der Strom 
nur noch aus abwechselnd positiven und 
negativen Spitzen, deren Entstehung 
aus der Hysteresekurve das Bild 4 zeigt. 

Die Spitzen sitzen auf einer nur 
schwach ausgepragten Grundwelle und 
deshalb iiberwiegt auch bei dieser Be- 
triebsart der Oberwellenanteil, der hier 
entsprechend der Symmetrie nur aus 


ungeradzahligen Oberwellen besteht. Bild 4. Hysteresekurve, sowie Verlaut der Ladung g und 
: Verlauf des Stromes Vp bei einer sin-formigen Wechselspannung Uy 
Legt man nun eine wachsende Vor- (Wechselfeldstarke Ey ca. 15 KVeff/cm). 


spannung an den unter Wechselspan- 
nung stehenden Kondensator, so werden die Spitzen sehr schnell verkleinert, damit die ungerad- 
zahligen Oberwellen reduziert und in zunehmendem MaBe erscheinen jetzt geradzahlige Ober- 
wellen. Dies legt den Gedanken nahe, eine Verstarkeranordnung zu entwerfen, die auf diesem 
starken Oberwelleneffekt basiert. 


3. Der dreiphasige Oberwellenverstarker 

Die auftretenden Stromspitzen sind so schmal, daB es ohne weiteres gelingt, durch eine 
phasenverschobene Uberlagerung weiterer und ahnlicher Kondensatorstréme einen Gesamt- 
strom hdherer Frequenz aufzubauen. Eine derartige Uberlagerung wird in Bild 5 fiir einen 
Dreiphasenstrom gezeigt. 

Der neu entstandene Strom besitzt eine dreifach héhere Frequenz, wahrend die Grundwelle 
durch die Addition-kompensiert wird. Eine Anordnung, in der eine solche Stromiiberlagerung 
méglich ist, wirkt in erster Linie als Frequenzvervielfacher. 

Wie bereits erwahnt, ist die Oberwellenbildung sehr stark von der Kondensator-Vorspan- 
nung abhangig, wodurch die Spannung des frequenzvervielfachten Stromes leicht regelbar 
wird. Neben der Frequenzvervielfachung sind also bei einer solchen Anordnung auch gute 
Verstarkereigenschaften zu erwarten. 


Io* 
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Eine zur 3-phasigen Stromiiberlagerung geeignete Schaltung ist in Bild 6 dargestellt. 

Ein Dreiphasentrafo in Sternschaltung T, speist je Phase einen ferroelektrischen Konden- 
sator C;. Da die in diesem Kondensator entstehenden ungeradzahligen Oberwellen in den 
drei Zweigen phasengleich sind, kénnen sie sich nur tiber die Sternpunkte ausgleichen. Zwi- 
schen diesen Punkten liegt deshalb der Lastwiderstand R, der, wenn die Anordnung mit 

by 
Up 


Bild 5. Die Uberlagerung des dreiphasigen Kondensatorstromes. a) Kondensatorstrom iy der drei Phasen, 
b) Oberwellenstrom i, entstanden durch die Uberlagerung der Phasenstréme. 


einem Wechselstrom von 50 Hz gespeist wird, von einem Oberwellenstrom mit 150 Hz durch- 
flossen wird. Die Zufiihrung der Vorspannung wu, erfolgt iiber die Drossel D zum Konden- 
satorsternpunkt, wahrend der Trafosternpunkt iiber den Lastwiderstand R erreicht wird. 
Der Kondensator C, dient nur zur Abblockung. 

Die Leerlaufkennlinie, hier die Spannung “) am Widerstand (R = oo) als Funktion der 
Vorspannung u, eines solchen Oberwellenverstarkers mit einer Betriebsfrequenz von 50 Hz, 
zeigt Bild 7. 

Man erkennt, da8 die Spannung am Lastwiderstand (150 Hz) fast linear von der Vor- 
spannung abhangig ist. Zur vollen Aussteuerung wird eine im Vergleich zur angelegten 
Wechselspannung ~, ca. doppelt so groBe Gleich-Vorspannung benétigt. Der erzielte Aus- 
steuerungsbereich betragt ca. p= 1:20 bei 
einer sehr niederen Wechselspannungsbela- 
stung® von u, = 700 V. 

Die Kennlinie zeigt nun eine sehr bemerkens- 
werte Eigenschaft: tibersteigt die Vorspannung 
u, eine bestimmte GréBe — hier ca. 600 V 
— so beginnt die Oberwellenspannung erneut 
anzusteigen). Die 3. Oberwelle erscheint jetzt 
gegenphasig. Dieser Anstieg erreicht sein Maxi- 

mum bei ca. 900 V und ab dann fallt die Ober- 
Bild 6. : 
Die Prinzipschaltung des dreiphasigen Oberwellenverstirkers. wellenspannung wieder ab. Der Gesamtstrom 
des ferroelektrischen Kondensators je Phase 7 
wird durch den Steuervorgang im ersten Teil der Kurve nur wenig, im zweiten Teil ab dem 
Maximum des gegenphasigen Oberwellenstromes starker abgesenkt. 

Mit Belastung tritt natiirlich ein Spannungsabfall am Ausgang des Oberwellenverstarkers 
auf. Es zeigt sich aber, daB hier eine Belastungskennlinie vorliegt, die charakteristisch ist 
fiir ein sogenanntes NebenschluBverhalten. Bild 8 erlautert dies naher. 

Diese Kennlinie ist ohne Vorspannung aufgenommen. Die Speise-Wechselspannung des 
Verstarkers von 700 V, 50 Hz, wird im Leerlauf auf ca. 250 V, 150 Hz, also auf ca. 1/3 herab- 
gesetzt. Belastet man den Ausgang des Verstarkers, so sinkt die Ausgangsspannung anfangs 
nur langsam ab. Erst wenn der Oberwellenstrom in die GréBenordnung des 50 Hz-Phasen- 
stromes kommt, beginnt #)immer starker zu fallen, wodurch sich ein Strombegrenzungseffekt 
einstellt. Nicht uninteressant ist auch die Frage, wann der Dreiphasen-Oberwellenverstarker 
seine gréBte Leistung abgibt. Die in Bild 8 eingezeichnete Leistungskurve gibt darauf die 


3 Der Aussteuerungsgrad p nimmt hier mit steigender Spannung Up ZU. 
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Antwort. Demnach steigt die abgegebene Oberwellenleistung stetig mit zunehmender Bela- 
stung an und erreicht das Maximum bei dem Punkt, wo die Spannung w, steil abzusinken 
beginnt. Der Stromverlauf des Phasenstromes 1, (siehe Bild 8) wird von der Belastung kaum 
betroffen. Er bleibt fast konstant. ; 

Die Schaltung stellt also einen Oberwellengenerator dar, der bis zur maximalen Leistungs- 
abgabe einen nur kleinen Innenwiderstand besitzt. Bei starkerer Belastung steigt dieser 
Widerstand schnell an und der me 
Verstarker wird damit absolut V 
kurzschluBsicher. 


4. Der zweiphasige 
Oberwellenverstarker 200k 
Durch eine andere in Bild 9 
dargestellte Schaltungsart be- | 
steht die Moéglichkeit, gerad- #2 
zahlige Oberwellen aus der Kon- ‘00 
densatorspannung auszusieben. 
Diese Briicken-Schaltung setzt 
nur eine zweiphasige Netzspei- 
sung voraus. 
Ein Trafo T, speist zwei in 0 200 4 400 600 800 1000 =: V 1200 
‘ ; 5 : Uy—> 
Serie liegende ferroelektrische .. am cay : 
oer. . Bild 7. Leerlaufkennlinie des dreiphasigen Oberwellenverstarkers und Verlauf des 
Kondensatoren Cy. Zwischen die- Phasenstromes ty als Funktion der Vorspannung u,,; Phasenspannung u,— 700 V. 
sen Kondensatoren und der 


Mittelanzapfung der Sekundar- i a 
wicklung des Trafo liegt der 48 
Lastwiderstand R und in Serie mA 
dazu — durch einen Konden- 

sator C, tiberbriickt — die Steuer- 200 2. lg 


spannungsquellew,.Geradzahlige 
Oberwellen sind nun in den bei- | 
den Zweigen phasengleich und ~ 
k6nnen sich somit iiber den Last- 400 
widerstand R schlieBen, wogegen 


die Grundwelle davon abgehalten 2 
wird. Beidieser Anordnung iiber- 
wiegt der Strom der 2. Ober- me) 


welle. Betraégt die Frequenz 0 2 4 es 8 10. mA 12 
der Speisespannung des Verstar- a as ; 

: : Bild 8. Belastungskennlinie des dreiphasigen Oberwellenverstarkers, 
kers 50 le ae so flieBt also ein sowie Leistung N und Phasenstromi, in Abhangigkeit von dem 
Strom von 100 Hz durch den Belastungsstrom 7%). (4, = 700 V, ohmsche Belastung). 
Lastwiderstand R. 

Der Verlauf der Oberwellenspannung in Abhangigkeit von der Steuerspannung (Leerlauf- 
kennlinie) ist in Abb. 10 zu sehen. Mit zunehmender Vorspannung wu, wachst die Oberwellen- 
spannung %) (100 Hz) am Lastwiderstand (R = oo) an, bis sie ein Maximum erreicht; dann 
fallt sie wieder ab. Die dachf6rmige Kennlinie 148t nun drei verschiedene Betriebsarten zu, 
die von der Lage des Arbeitspunktes bestimmt werden. Letzterer kann sowohl auf der einen, 
wie auf der anderen Seite des Maximums, als auch im Maximum selbst liegen. Im Einzelnen 
unterscheiden sich die Betriebsarten wie folgt: 

Betriebsart A: Im Bereich des ansteigenden Astes der Kennlinie (0 bis Maximum) ist 
die Oberwellenspannung “) proportional zur Steuerspannung 4,. 

Betriebsart B: Im Bereich des absteigenden Astes (Werte gréBer als das Maximum) 
ist u gegenlaufig zu w,. 
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Betriebsart C: Liegt der Arbeitspunkt im Maximum, so kann sowohl eine Erhohung 
als auch eine Senkung von u, die Oberwellenspannung verkleinern. 
Der Fall A stellt den normalen Betriebsfall dar. Fiir den gegenphasigen Betrieb, Fall B*, ist 
eine starke Anhebung der Vorspannung notwendig. Durch diese Bedingung sind die ferro- 
elektrischen Kondensatoren aber einer starken Spannungsbeanspruchung ausgesetzt, die sich 
nachteilig auf die Lebensdauer des Verstarkers auswirken kann. Die Betriebsart C ist nur 
in Sonderfallen von Bedeutung. 

Eine Besonderheit erkennt man in der Nahe des Koordinatenursprungs: Die Spannung 
erreicht das Minimum nicht bei einer Steuerspannung wu, = 0, sondern bei einem kleinen 


negativen Wert. Diese Verschiebung des Mini- 200 


mums ist auf den EinfluB der Remanenz zu- — V mA 
riickzufiihren. 
Der Kondensatorstrom 7, fallt—wie weiter 4g) g 
zu sehen ist — mit zunehmender Vorspannung 
i a 
Ss 
Un, a Se 
2 
law) 
50 2 
0 
0 600 400 600 800 V 1000 
Li 
Bild 9. Die Prinzipschaltung des zweiphasigen Bild 10. Leerlaufkennlinie des zweiphasigen Oberwellenverstarkers und 
Oberwellenverstarkers. Verlauf des Phasenstromes 7, als Funktion der Vorspannung 4, bei 


einer Phasenspannung u = Re V. 


100 

0 
300 400 500 600 700 V 800 

ue 
‘p 
Bild 11. Belastungskennlinie des zweiphasigen Oberwellenverstarkers, Bild 12. Maximale Oberwellenspannung Mo max Wad zugehorige 
ferner Leistung N und Phasenstrom i, in Abhangigkeit von dem Vorspannung #, in Abhingigkeit von der Phasenspannung My, 
Belastungsstrom 7. (Uy = 700 V, ohmsche Belastung). ohne Belastungswiderstand (R = 00). 


ab. Diese Abnahme ist am starksten im Bereich des Maximums von uw, ausgepragt. Im Span- 
nungsbereich unterhalb des Maximums (Betriebsart A) andern sich # und 1, gegenlaufig zu- 
einander, d. h. trotz steigender Oberwellenspannung geht der aufgenommene Netzstrom zuriick. 

Bei Belastung des Verstarkerausganges erhalt man einen Riickgang der Oberwellenspan- 
nung uv) nach Bild 11. Diese Kennlinie wurde bei voller Aussteuerung des Verstarkers, also 
mit einer Vorspannung von 550 V aufgenommen. Der Spannungsabfall ist hier wesentlich 
groBer als beim dreiphasigen Oberwellenverstarker und die Kurve verlauft flach gestreckt 
nach unten. Demzufolge zeigt auch die Leistungskurve ein wesentlich breiteres Maximum. 
Der Kondensatorstrom 1, steigt wieder mit zunehmender Belastung an. 


# Diese Betriebsart liegt auch — wie bereits erwahnt — beim dreiphasigen Oberwellenverstarker vor. 
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Sehr wesentlich fiir den Entwurf des zweiphasigen Obe1wellenverstarkers ist die Klarung 
der Frage: existiert zur Erzielung einer méglichst groBen Oberwellenspannung w, ein Optimum 
der Kondensatorspannung u,? Diesbeziigliche Messungen sind in Bild 12 dargestellt. 

Hier ist — in Abhangigkeit von der vorgegebenen Wechselspannung u, — die maximal 
erzielbare Oberwellenspannung 1,2, nebst zugehériger Vorspannung wu, aufgetragen. Im 
dargestellten Bereich steigt 5,., etwa proportional mit wu, an. Man kann also hier noch 
keine Abflachung der Kurve erkennen, aus der auf eine notwendige Beschrankung von u, 
geschlossen werden kann. Wie weiter dem Bild 12 zu entnehmen ist, verhalt sich die Konden- 
satorwechselspannung w, zur Oberwellenspannung u“,) im Leerlauf etwa wie 4:1. Dieses Ver- 
haltnis gestaltet sich mit zunehmender Spannung noch giinstiger. 

Der Aussteuerungsbereich bei dem hier untersuchten zweiphasigen Verstarker betragt 
ca. fp = 1:5, kann jedoch durch Ausschaltung der Remanenz bis auf ca. 1:20 erhéht werden. 


5. Weitere Kenngré8en 
Die in den beiden vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Anordnungen k6énnen 
durch weitere KenngroBen charakterisiert werden. So interessiert bei den Verstarkern vor 
allem der Verstarkungsfaktor, die oberste Grenzfrequenz bzw. die Zeitkonstante der Ver- 
starkung und der Wirkungsgrad. 
Zunachst sei der Verstarkungsfaktor der Leistung vy betrachtet, der hier durch das Ver- 
haltnis Eingangsleistungs-Anderung N,, zu Ausgangsleistungsanderungen N, definiert wird: 


Dieser Quotient ist nicht iiber den gesamten Aussteuerungsbereich konstant. N, hangt sehr 
stark von der Art der Verstarkerbelastung ab, wahrend die Eingangsleistung N, im quasi- 
stationaren Zustand besonders durch den Innenwiderstand der ferroelektrischen Konden- 
satoren bestimmt wird. Dieser Widerstand ist — wie bei Halbleitern iiblich — auch zum Teil 
sehr stark von der Temperatur abhangig. 

Bei einer dynamischen Aussteuerung des Verstarkers spielen auch noch Nachwirkungs- 
‘ verluste (Remanenz, Raumladungen durch Halbleitereffekte [3]) und bei héheren Frequenzen 
der Piezoeffekt eine Rolle. 

Mit dem vorliegenden Material konnten bei einer quasistationaren Einstellung Leistungs- 
Verstarkungsfaktoren von ca. 10° erzielt werden. Sehr groBe Werte erreicht auch die Strom- 
verstarkung, wogegen durch den Verstarker eine Einbu8e an Spannung in Kauf genommen 
werden muB. 

Von besonderer Bedeutung ist die Ansprechzeit bzw. die Grenzfrequenz des ferroelektri- 
schen Verstarkers. Genau wie beim Magnetverstarker 1a4Bt sich auch hier eine Ansprechzeit 
definieren, die durch die verzégerte Einstellung der Ausgangsspannung nach einer sprung- 
haften Anderung der Eingangsspannung gegeben ist. Wie man leicht einsieht, kann dieser 
Wert praktisch nicht viel kleiner sein, als die Periodendauer der Netzfrequenz. Der Steuer- 
kreis ist tiber die ferroelektrischen Kondensatoren fest mit dem Lastkreis gekoppelt. Folglich 
miissen sich alle zeitverzégerten Einstellvorgange im Steuerkreis auch auf den AufSenkreis 
des Verstarkers tibertragen. Die effektive Ansprechzeit ist demnach durch die Impedanz des 
Steuerkreises bestimmt. Die maBgebenden Gr6Ben hierzu sind die Kapazitat (ferroelektrische 
Kondensatoren, Abblockung), sowie der Widerstand des gesamten Steuerkreises einschlieBlich 
dem Innenwiderstand der Steuerquelle. Vernachlassigt man alle weiteren EinfluBgréBen®, so 
erhalt man zur naherungsweisen Bestimmung der Zeitkonstante des Steuerkreises die Gleichung 

ae eopeteet Je (Cte C4): 
Hier ist R, der ohmsche Innenwiderstand der Steuerquelle, 
R, der evtl. ohmsche Vorwiderstand, 


Cy die Kapazitat der ferroelektrischen Kondensatoren®, 
C, die Kapazitat der Abblockung. 


5 Die Drossel im Steuerkreis kann entfallen. 
5 C errechnet sich aus der jeweiligen Wechsel- und Gleichspannungsbeaufschlagung. 
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Eine Steuerspannungsquelle mit einem sehr kleinen Innenwiderstand R, liefert demnach 
auch eine kleine Regelzeitkonstante. Ist aber eine hochohmige Spannungsquelle vorgegeben, 
dann empfiehlt es sich, die gewiinschte Zeitkonstantenverringerung durch einen parallel zum 
Verstarkereingang gelegten Widerstand vorzunehmen. Den hierdurch erzielten Gewinn er- 
kauft man aber mit einer entsprechenden Verminderung der Leistungsverstarkung. 

Rein wechselstrommabig betrachtet, wird der Verstarkereingang mit zunehmender Steuer- 
frequenz immer kapazitiv niederohmiger, wobei die aufgenommene Steuerblindleistung stetig 
ansteigt. Diese Zunahme der kapazitiven Blindleistung verschlechtert natiirlich die Leistungs- 
verstarkung immer mehr, bis bei der sogenannten Grenzfrequenz ein nicht mehr vertretbarer 
Abfall der Verstarkung eint1itt. 

Der Oberwellenverstarker kann — wie bereits erwihnt — nicht nur als Verstarker, sondern 
auch als Frequenzvervielfacher verwendet werden. Bei dieser zuletzt genannten Anwendung 
ist besonders die Frage nach dem Wirkungsgrad von Bedeutung. 

Dieser Wirkungsgrad hangt praktisch nur von der GréBe der in den ferroelektrischen 
Kondensatoren auftretenden Verluste ab und ist somit eine Funktion der Aussteuerung und 
der Betriebsspannung. An Hand der geschilderten Versuche wurde ein Wirkungsgrad durch 
Ausmessen der Hysteresekurvenfliche zu ca 75 bis 85% bei voller Aussteuerung ermittelt. 
Der dreiphasige Oberwellenverstarker besitzt dabei den héheren Wirkungsgrad. 

Werden Frequenzwandler zur Erzielung einer héheren Frequenz hinte1einandergeschaltet, 
so erhalt man eine Endvervielfachung, die gleich dem Produkt der einzelnen Stufen-Verviel- 
fachungen ist. Auch der Gesamtwirkungsgrad einer solchen Anordnung errechnet sich durch 
eine Multiplikation der einzelnen Wirkungsgradwerte. 


6. Zukiinftige Entwicklung 

Die bereits jetzt erzielten Kurven und Werte lassen erkennen, daB der dielektrische Verstarker 
in der Form des Oberwellenverstarkers fiir die Anwendung als hochohmiges Steuer- und Regel- 
glied schon interessante technische Daten aufweist. Allerdings wird noch manche Verbesserung 
der Materialeigenschaften der ferroelektrischen Kondensatoren notwendig werden, bis sich 
dieser Verstarkertyp zu einem robusten und betriebssicheren Element entwickelt hat. 

Die Materialverbesserungen, die hier noch notwendig sind, erstrecken sich vor allem auf 

die Steigerung der Durchschlagsfestigkeit (ein Halbleiterproblem) 

die Verringerung der Schichtdicke 

die Stabilisierung der dielektrischen, insbesondere der ferroelektrischen Polarisations- 
vorgange. 

Dagegen ist die Starke des jetzt schon vorliegenden, nichtlinearen Effektes bereits fiir eine 
wirtschaftliche Verwertung des Verstarkers ausreichend, wie man sich durch die in dieser 
Arbeit gebrachten Diagramme leicht tiberzeugen kann. Es ist daher anzunehmen, daB dieser 
Verstarkertyp fiir hochohmige und trage Reglerstufen, wo aus Griinden der Robustheit auf 
die Anwendung von Réhren verzichtet werden soll, noch gewisse Bedeutung erlangen wird. 


7. Zusammenfassung 


Ausgehend von der Verwendung fetroelektrischer Kondensatoren als Oberwellenerzeuger 
werden vom Verfasser Schaltungen angegeben, mit denen gerad- und ungeradzahlige Ober- 
wellen ausgesiebt werden kénnen. Die Oberwellenamplitude erweist sich als stark von der 
Kondensator-Vorspannung abhiangig. Eine solche Anordnung kann als hochohmiger, dielek- 
trischer Verstarker und als steuerbarer Frequenzwandler verwendet werden. Die Eigen- 
schaften und KenngréB8en werden im Einzelnen besprochen. 

Herrn Dr.-Ing. W. Orure danke ich fiir wertvolle Hinweise. 
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Uber den EinfluB8 des Laufschienenmaterials 
auf die Wanderungsgeschwindigkeit von Lichtbégen 


Von 


Dirk HEsseE, Darmstadt 


(Mitteilung aus dem Institut fiir Hochspannungs- und Meftechnik der TH Darmstadt) 
Mit 32 Textabbildungen 


(Eingegangen am 16. Dezember 1960) 


Ubersicht: Auer Lichtbogenstrom, Blasfeld, Abstand und Profil der Laufschienen bestimmen auch der 
Oberflachenzustand und das Material der Laufschienen die Geschwindigkeit eines wandernden Hochstrom- 
lichtbogens, Hier wird zunachst auf die Bedeutung des Oberflachenzustandes der Laufschienen und auf das 
damit verbundene ,,Einfahren der Elektroden‘’ cingegangen. Dann werden Geschwindigkeitsmessungen bei 
eingefahrenen Schienen verschiedenen Materials miteinander verglichen. Die Untersuchungen erstrecken 
sich auf Rechteck- und Rundprofile. Als Abschlu8B folgt eine Zusammenstellung und Diskussion der bisher 
von anderen Autoren verdffentlichten Ergebnisse ttber den EinfluB8 des Laufschienenmaterials auf die Wan- 
derungsgeschwindigkeit des Lichtbogens, 


1. Versuchsanordnung und Messung der Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit 


Diese Arbeit stellt die Fortsetzung eines in der gleichen Zeitschrift erschienenen Aufsatzes 
,,Uber den Einflu8 des Laufschienenfeldes auf die Ausbildung und Bewegung von Licht- 
bogenfuBpunkten” [1] dar. Die im Folgenden wiedergegebenen MeBergebnisse wurden in der- 
selben Versuchseinrichtung gewonnen, die im oben erwahnten Aufsatz niher beschrieben ist. 
Der freibrennende Gleichstromlichtbogen bewegte 
sich zwischen parallelen, senkrecht stehenden 
Schienen von unten nach oben. Der Bogen wurde 
dabei nur durch das Laufschienenfeld beblasen. 
Seine Ziindung erfolgte durch Verdampfen eines 
Kupferdrahtes. Die Laufrichtung des Bogens ist 
auf die Geschwindigkeit im untersuchten Strom- 
bereich (J = 100—1400 A) und bei dem kleinen 
Schienenabstand (7mm) ohne EinfluB auf die 
Wanderungsgeschwindigkeit. Der thermische Aulf- 
trieb kann, wie rechnerisch und experimentell 
nachgewiesen wurde, vernachlassigt werden [1], 


+Zh 


eee ee 
[2]. Wahrend des Versuchsablaufes wurden Licht- SS 
o ° = o ie V -7eitlinie Bild 1. Bezeichnung der Laufschienen. 
bogenstrom und Speniiunes die Weg Zeitlinie und a Abstand Schienenmitte—Schienenmitte, b Schienenbreite, 
Impulse von unter den Laufschienen angebrachten d Schienendicke, e Schienenabstand, 


Photozellen aufgenommen. Die Weg-Zeitlinie wird 

durch den vom Strom an den Laufschienen hervorgerufenen Spannungsabfall dargestellt. 
Ihre Neigung ist ein MaB fiir die Geschwindigkeit, sofern der Lichtbogenstrom konstant ist. 
Wahrend des Laufes wurde der Lichtbogen von vorn und mit einer zweiten Kamera von 
der Seite photographiert. Eine schnell umlaufende Scheibe mit schmalen Schlitzen vor dem 
gedffneten VerschluB der Kamera diente als MomentverschluB. Die Blendeneinstellung wurde so 
gewahlt, daB die Belichtungszeiten unter 50 ws lagen. Eine Synchronisation zwischen Oszillo- 
gramm und Lichtbogenphotographie wurde durch Leuchtmarken, die in Hohe der Photozellen 
angebracht waren, erreicht, wobei die untere Leuchtmarke gleich die Polaritat der ihr be- 
nachbarten Laufschiene und die oberste Leuchtmarke die Laufrichtung des Lichtbogens an- 
geben, Der Abstand von Leuchtmarke zu Leuchtmarke betragt 15 cm, die Lange der gesamten 
MefBstrecke 45 cm. Die in dieser Arbeit beniitzte Laufschienenbezeichnung ist in Bild 1 
angegeben. 
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2. Einfahren der Laufschienen und Fupunktspuren 


Es ist bekannt, daB Schalter mit magnetischer Beblasung des Lichtbogens beim erst- 
maligen Schalten oder nach langerer Schaltpause von einigen Tagen eine wesentlich gréBere 
Abschaltdauer haben als nach einer Reihe kurz hintereinander durchgefiihrter Abschaltungen. 


We sense “EOE NMR Merl NEE ae oa 


“MeBfrequenz f=50Hz 


Lichtbogenstrom = 
[} 


Lichtbogenspannung 
Wegzeitlinie 
emevenenesemneemenmemenassiommncecece! 

Photo- 

VY zellen 
A a: 
3ild 2. Linkes Oszillogramm: 1. Lichtbogenlauf v = 39 m/s J = 1185 A, 
Rechtes Oszillogramm: 15. Lichtbogenlauf v = 87 m/s J = 1215 A, Schienenprofil: b= 5 mm, d = 10mm, ¢é = 7 mm. 


a b 


Bild 3a u. b. Lichtbogenphotographie (zu den Oszillogrammen von Bild 2 gehdrend) 
a) 1. Lichtbogenlauf. b) 15. Lichtbogenlauf. Jeweils linkes Bild: seitliche Aufnahme, jeweils rechtes Bild: Aufnahme von vorn. 


Als Ursache wurde dafiir die beim ersten Lichtbogenlauf wesentlich kleinere Wanderungs- 
geschwindigkeit des Lichtbogens erkannt. Aus den eigenen Versuchen ergab sich, daB die 
Wanderungsgeschwindigkeit auf Kupferelektroden beim ersten Lauf etwa nur halb so groB 
ist wie im eingefahrenen Zustand. Eine reproduzierbare Endgeschwindigkeit wurde erreicht, 
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wenn der Lichtbogen 5—20 mal tiber die Schienen gelaufen war. Die Zahl der Einlaufversuche 
ist abhangig von der Héhe des Lichtbogenstromes. Sie nimmt mit steigendem Strom ab. In 
den Bildern 2 und 3 erkennt man die charakteristischen Unterschiede zwischen dem ersten 
Lichtbogenlauf und dem bei eingefahrenen Schienen. Beim Einlaufvorgang sind die Photo- 
zellenimpulse und der Verlauf der Lichtbogenspannung wesentlich unruhiger. Die Wanderungs- 
geschwindigkeit betragt beim ersten Lauf 39 m/s gegeniiber 87 m/s im eingefahrenen Zustand. 


Bild 4a—c. FuBpunktspuren auf der Anodenschiene nach einem Lichtbogenlauf. 


Schienenprofil 


a) T= 500A b= 5mm, d=50mm, ¢e=7mm 
b) T= 630A }=30mm,-d= iomm, ¢=7mm, v= 22 m/s 
c) J =12004A 0 —somm-d—= 5mm, ¢—7mm, v— 60 m/s 


Die Fu8punktspuren an der Laufschienenkante in 4c stammen von einem Lichtbogenlauf bei 500 A, 
sie wurden vom Bogen beim zweiten Lauf bei J = 1200 A nicht benutzt. 


Der Lichtbogen bildet beim ersten Lauf ein wesentlich groBeres Gasvolumen aus und seine 
Form ist bedeutend unregelmaBiger. GUILE [3] ermittelt bei seinen Messungen sogar eine 
Geschwindigkeitszunahme von 0,75 m/s bei neuen Schienen aus Flu8stahl auf 7,5 m/s im 
eingefahrenen Zustand. 


Bei den vom Lichtbogen auf der Anodenschiene hinterlassenen FuBpunktspuren kénnen 
. drei verschiedene Arten unterschieden werden: 


1. Bei kleinen Laufgeschwindigkeiten (einige m/s) erkennt man eine breite zusammen- 
hangende Schmelzspur, die bei dicken Elektroden meist zur Laufschienenkante fiihrt (Bild 4a), 


2. Bei Geschwindigkeiten bis zu etwa 50 m/s bestehen die FuBpunktspuren aus einzelnen 
Schmelzstellen, die in etwa gleichen Abstanden auf der Laufschienenkante verteilt sind 
(Bild 4b). Der Abstand der Schmelzstellen nimmt mit steigender Geschwindigkeit ab. Zwi- 
schen den Fu8punkten sind keinerlei Schmelzerscheinungen zu erkennen, die auf einen Strom- 
iibergang vom Lichtbogen zur Laufschiene hindeuten. Der AnodenfuBpunkt muB sich also 
sprungweise fortbewegt haben. Nach dem ersten Lauf benutzt der Bogen bei den folgenden 
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Versuchen zum Teil noch die gleichen FuBpunkte, erzeugt aber bereits weitere neue, bis die 
ganze Schiene von Spuren tiberzogen ist (Bild 11). 

3. Lauft der Bogen mit einer Geschwindigkeit, die gréBer als 50 m/s ist, so entstehen 
zahlreiche schwarze Oxydflecken, die sich iiber die ganze Laufschienenflache verteilen (Bild 
4c). In ihrer Mitte befinden sich ganz kleine schwache Schmelzstellen. (Bei I = 1200 A 
betrug der Mittelwert der Schmelzflache 0,045 mm?). Im Gegensatz zu der unter 2. beschrie- 
benen Art von FuBpunktspuren hat jetzt der Lichtbogen mit mehreren FuBpunkten gleich- 


EO EO oe 
a 
Bild 5a u. b. Fu8punktspuren auf der Kathodenschiene nach mehreren Lichtbogenlaufen zwischen J = 100 und 1400 A. 
Schienenprofil 
a) links: b= 5mm, d=50mm (hier nur ein Lichtbogenlauf) b) links: b= 5mm, d@d=50mm 
techts> b= 50mm, @d=0,6mm mitte: b= 5mm, d= 1omm 
rechts; b= 10mm, d=o,6mm 


Bei Bild 5 b) links wurde als Anode ein anderes Laufschienenprofil (b = 10 mm, d = 3 mm) benutzt 
Der Schienenabstand betrug in allen Fallen jeweils 7 mm. 


zeitig an der Anode angesetzt [1]. Infolge der zahlreich parallelbrennenden Lichtbogen- 
fuBpunkte, der hohen Geschwindigkeit des Bogens und der damit verbundenen kurzen Zeit, 
in der ein FuBpunkt Strom fihrt, treten nur geringe Schmelzerscheinungen auf. Bei einem 
Strom von 1200 A betrug die Lichtbogenbreite, die an der Laufschiene anliegt etwa 1,5 cm. 
Auf einem Abschnitt von 1,5 cm Lange wurden im Mittel etwa 25 FuBpunkte gezahlt. Nimmt 
man an, daf der Stromeintritt nur an den Schmelzflachen erfolgt, so ergibt sich fiir jeden 
FuBpunkt eine Stromdichte von rund 100 kA/cm*. Vorausgesetzt ist dabei eine gleichmabige 
Stromaufteilung auf alle FuBpunkte. Da diese Voraussetzung sicherlich nicht zutrifft [4], 
diirften die Stromdichten in einzelnen Fu8punkten noch hoher legen. 

Auf der Kathode wurden bei den hier durchgefiihrten Versuchen zwei verschiedene Gruppen 
von FuBpunktspuren festgestellt. In beiden Fallen ist aber die FuBpunktspur auf der Kathode 
im Gegensatz zur Anode eine zusammenhangende. Unterbrochene Fu8punktspuren, wie sie 
von GUILE und SECKER [20] beschrieben wurden, konnten nicht beobachtet werden. 

Die 1. Gruppe der KathodenfuB8punktspuren ist dadurch gekennzeichnet, daB stets eine 
kontinuierliche Schmelzspur auftritt (Bild 5a). Die Umgebung der Schmelzspur weist meistens 
Oxydationserscheinungen auf. Ausgepragte Schmelzspitzen, wie sie bei der Anode auf Grund 
des Dampfstrahles (er reiBt einen Teil der Schmelze mit sich) erscheinen, sind auf der Kathode 
auch dann nicht zu finden, wenn der BogenfuBpunkt fiir eine bestimmte Zeit stillsteht 
(Bild 6). An der Kathode tritt also aus der Schmelze kein Dampfstrahl aus wie bei der Anode. 
Wohl ist ein Plasmastrahl, der seine Ursache in der Kontraktion des kathodenseitigen Endes 
der Lichtbogensdule hat [5], zu beobachten. In den Kathodenplasmastrahl wird die den 
KathodenfuBpunkt umgebende Luft eingesaugt, auf Lichtbogentemperatur aufgeheizt und 
in axialer Richtung beschleunigt. Schmelzerscheinungen auf der Kathode werden nur bei 
Geschwindigkeiten unterhalb etwa 25 m/s beobachtet. 
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Bei héheren Geschwindigkeiten entsteht eine 2. Gruppe von FuSpunktspuren, die in 
Bild 5b wiedergegeben sind. Im Gegensatz zur Gruppe 1, sind hier keine Schmelzerscheinungen 
zu erkennen, sondern es erfolgt lediglich ein Abbau der auf der Schiene vorhandenen Oxyd- 
schicht. Bei dicken Schienen d > 10 mm sind langliche Streifen zu finden, bei Schienen mit 
einer Dicke zwischen 2 und 10 mm scheint die Spur aus der Aneinanderreihung von gréBeren 
Flecken zu bestehen, wahrend bei diinnen Profilen d < 2 mm ein sehr gleichmafiger Streifen 
den Abbau der Oxydschicht neben der Laufschienenkante kennzeichnet. Diese Spuren 
treten aber erst nach zahlreichen Lichtbogenlaufen deutlich in Erscheinung, wahrend nach 
dem ersten Lauf auf der Schiene oft noch nichts zu erkennen ist (Bild 11). 

Die auf den Kupferschienen vorhandene Oxydhaut diirfte nach den hier gemachten 
3eobachtungen fiir die geringe Geschwindigkeit des Bogens beim ersten Lauf verantwortlich 
sein. Erst nachdem die Oxydhaut weitgehend abgebaut ist, erreicht der Lichtbogen cine 
Geschwindigkeit, die dann noch durch andere Faktoren 
wie Luftreibung und Anodendampfstrahl bestimmt 
wird. Der Abbau der Oxydhaut erfolgt um so schneller, 
je héher der Strom ist. Daher sind bei hohen Strémen 
nicht so viele Einlaufversuche erforderlich. Bleiben die 
Laufschienen langere Zeit unbenutzt, so daB sich die 
Oberflache wieder mit einer Oxydhaut iiberziehen kann, 
so miissen die Schienen erneut eingefahren werden. 

Der Abbau der Oxydschicht diirfte nicht auf ther- 
mischer sondern vielmehr auf mechanischer Wirkung 
beruhen. Er wird durch den Aufprall der positiven 
Ionen verursacht, die im Kathodenfall eine hohe kine- 
tische Energie erhalten. Sie betragt nach LoEsB [6] 
5—10 eV bei einer kathodischen Stromdichte von 
10° A/cm?. Die potentielle Energie der Ionen liegt in 
der gleichen GréBenordnung. Beide Energien werden bei 


der Neutralisation an der ISOIRG EMO Te eta une In Anode Vode 
der Sekunde treffen dann 6 - 10% Jonen auf 1 cm? Ober- Bild6. Besonders ausgepragte FuBpunktspuren. 
Hache scam peszen0.” Ober lachen=ntome,jedes dieser: =) Pe oneney TT soo mat 


Oberflachenatome wird also in der Sekunde 108 mal 

von einem Ion getroffen, dessen Energie ein vielfaches der Gitterbindungsenergie der Ober- 
flachen-Atome ist. Ein Abbau der Oxydflache erscheint bei diesen Verhaltnissen auch bei 
kaltem Zustand der Kathode verstandlich. 

Die bei Gruppe 1 beobachteten Schmelzerscheinungen diirften ihre Ursache nicht im 
Kathodenmechanismus haben. Sondern sie sind vielmehr eine Folge der aus der Lichtbogen- 
sdule durch Strahlung und Leitung iibertragenen Warme, die wegen der kleinen Geschwindig- 
keit des Bogens geniigend lange auf die Elektrode einwirken kann. 

Uber den EinfluB des Sauerstoffes auf die Beweglichkeit des KathodenfuBpunktes wurde 
schon bereits von KrIRSCHSTEIN in einer Arbeit ,,Uber Abbrandversuche an Lichtbégen in 
einem Gemisch von Luft und Stickstoff [7] berichtet. Danach beginnt der zunachst ruhig 
auf einem Oxydfleck brennende Kathodenfu8punkt eines 20 A Bogens mit der Bewegung, 
wenn der Sauerstoffgehalt des ihn umgebenden axialen Luftstickstoffstromes unter 0,15% 
sinkt. Der Kathodenfleck wird von Oxyd saubergefegt. Die Oberflache erhalt ein stumpfes, 
rauhes Aussehen, als ob sie mit einem Sandstrahlgeblase gereinigt ware. Bei Steigerung des 
Sauerstoffgehaltes erfolgt wieder der Umschlag in die urspriingliche Form. Nach Krrscu- 
STEIN ist eine Mindestmenge von Sauerstoff notwendig, um den Oxydfleck aufrecht zu er- 
halten. Es findet eine Art Wettlauf zwischen Neubildung der Oxydschicht durch zutretenden 
Sauerstoff und Abbau durch den Lichtbogen statt. Bei der unruhig brennenden Form setzt 
der Lichtbogenfu8punkt nicht unmittelbar an der reinen Metalloberflache sondern auf der 
Oxydschicht an. Weil diese schneller zerstort als neugebildet wird, muB der FuBpunkt immer 
wieder neue oxydierte Stellen aufsuchen. Seine Wanderungsgeschwindigkeit ist bedingt 
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Bild 7, Oszillogramm und Lichtbogenphotographie bei sprunghafter Fortbewegung des AnodenfuBpunktes, 


Schienenabstand beim Osz.¢=7mm, _ Lichtbogenphotogr. e= 15 mm 

Strom beim Osz, J = 500A, Lichtbogenphotogr. J = 800A 

Geschwindigkeit beim Osz. v= 22 m/s, Lichtbogenphotogr. v = 24 m/s 
Schienenprofilb = 50 mm, d= 5 mm, 
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Bild 8. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom Lichtbogenstrom bei verschiedenen Laufschienenmaterialien. 
Schienenprofil b= 10mm, d= 3mm,e= 7mm, 
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durch die Geschwindigkeit, mit der er die vorhandene Oxydschicht zerstért. Die GréBe der 
Flache, die er im Laufe seiner unruhigen Wanderung iiberstreicht, ist gerade so groB, daB er 
immer eine inzwischen neu oxydierte Stelle vorfindet. Bei groBen Strémen erfolgt der Um- 
schlag bei héherem Sauerstoffgehalt. Dies steht im Einklang zu der hier gefundenen Beob- 
achtung, nach der die Oxydschicht um so schneller abgebaut wird, je héher der Strom ist. 
Wenn der KathodenfuBpunkt kontinuierlich vorwandert und der Anodenfu8punkt sich 
in Spriingen bewegt, miissen Lichtbogenverlangerungen- und verkiirzungen auftreten. Die 
Lichtbogenspannung steigt an, solange der Anodenfu8punkt feststeht und die Kathode voreilt. 
Hat die Lichtbogenspannung eine bestimmte Hohe erreicht, so erfolgt ein Uberschlag zwischen 
Lichtbogensaule und Anodenlaufschiene (Bild 7). Der neue Anodenfu8punkt ist gebildet, 
die Lichtbogenspannung bricht auf einen minimalen Wert zusammen. Der alte Lichtbogenast 
wird stromlos und stirbt ab. Die Zahl der FuBpunkte stimmt, wie mehrfach nachgemessen 
wurde, mit der Anzahl der Spannungsspitzen auf dem Oszillogramm gut tiberein, Der Uber- 
schlag kann um so friiher erfolgen, je mehr Spitzen auf der Anodenlaufschiene mit ihrer Feld- 
starke erhdhenden Wirkung vorhanden sind, Somit wird die Wanderungsgeschwindigkeit des 
Bogens nicht nur durch den Oxydabbau auf der Kathodenschiene, sondern auch durch die 
Zunahme der Schmelzspitzen auf der Anodenschiene von Lauf zu Lauf vergréBert. 


3. Der EinfluB verschiedener Laufschienenmaterialien 
auf die Wanderungsgeschwindigkeit 


Um den EinfluB des Laufschienenmaterials auf die Wanderungsgeschwindigkeit des 
Bogens richtig zu erfassen, ist es erforderlich, stets die gleichen Abmessungen der Laufschienen 
und denselben Schienenabstand beizubehalten, da ihre Anderung ebenfalls die Geschwindig- 
keit beeinfluBt. Es wurde fiir die folgenden Messungen ein Laufschienenprofil mit der Breite 
b = 10mm und der Dicke d = 3 mm gewahlt. Der Schienenabstand wurde auf 7 mm ein- 
gestellt. Der Induktionsverlauf ist damit bei allen Materialien gleich. Ausnahmen bilden 
Stahl und Kohle. Stahl ruft infolge seines ferromagnetischen Charakters eine andere Induk- 
tionsverteilung hervor. Bei Kohie tritt eine Induktionsabsenkung durch die spater naher 
beschriebene besondere Versuchsanordnung auf. Die Geschwindigkeiten wurden bei ein- 
gefahrenen Laufschienen gemessen, Aus Bild 8 ergibt sich fiir Kupfer und Messing kein Ge- 
schwindigkeitsunterschied innerhalb des Streubereiches der MeBwerte. Die héchsten Wan- 
derungsgeschwindigkeiten wurden bei Silber und Silber-Kadmium gemessen, Allerdings 
liegt unterhalb J = 750 A zwischen Silber und Silber-Kadmium noch Stahl. Die Geschwindig- 
keitskurve von Stahl zeigt aber mit wachsendem Strom einen immer kleineren Anstieg, so 
da8 bei J = 750A die Silber-Kadmium- und bei J = 1000 A die Kupferkurve geschnitten 
wird. Bei Aluminium sind die Geschwindigkeiten wesentlich geringer als bei Kupfer und der 
Streubereich der MeBwerte am gr6Bten. Der kleinste Strom, bei dem noch eine Lichtbogen- 
wanderung indglich war, lag fiir Kupfer, Messing, Silber, Silber-Kadmium und Stahl bei 
I = 100A, fiir Aluminium dagegen bei 200 A und fiir Kohle bei 300 A. Auf Kohle war kaum 
eine einwandfreie Lichtbogenwanderung festzustellen, Kohle 
Vielmehr verharrte der Bogen oft an einer Stelle PRES 


hig 
oder ziindete zuriick und blies seitlich aus. Der Lichtbogen SS 
Lichtbogenphotographie konnten keine Einzelheiten Asbest Messing 
iiber die Gestalt des Bogens entnommen werden, Bild 9. Schnitt durch die Laufschienen aus Kohle 


mit Messinghiilse. 


da sehr starke helleuchtende Dampfwolken den 
eigentlichen stromfiihrenden Kern iiberdeckten. Um den Strom wahrend des Lichtbogen- 
laufes konstant zu halten, muBte der gegeniiber den Metallen wesentlich héhere Widerstand 
der Kohle durch eine gema& Bild 9 angebrachte Messinghiilse iiberbriickt werden. Ein An- 
setzen des Bogens an der Messinghiilse wurde durch Uberkleben mit Asbestpapier ver- 
mieden. Damit ergab sich allerdings eine gegentiber den anderen Laufschienenmaterialien 
unterschiedliche Stromverteilung und als Folge davon eine Blasfeldabsenkung, die zu einer 
weiteren Verschlechterung der Laufeigenschaften des Bogens auf Kohle beitrug. 
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Bei der Ableitung der Formel fiir die Wanderungsgeschwindigkeit des Lichtbogens [1] 
wurde von der Annahme ausgegangen, daB der Luftreibungswiderstand gleich der magneti- 
schen Antriebskraft ist. Ein EinfluB des Laufschienenmaterials auf die Geschwindigkeit 
wurde dabei noch nicht beriicksichtigt. Wie Bild 8 zeigt, ist dies aber erforderlich. In der 
Geschwindigkeitsformel muB daher noch ein Materialfaktor aufgenommen werden, wie dies 
auch bereits von GONENC [8] vorgeschlagen wurde. Dann bestimmt sich die Wanderungs- 

geschwindigkeit des Bogens zu: 
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Bild 10, Lichtbogenform bei den drei verschiedenen Bewegungsarten B Induktion des Blasfeldes in G. Uber die Be- 
(seitliche Photographie) F i, d ‘ f 
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Die bei Kupferelektroden beobachteten Lichtbogenformen (Bild 10) wurden auch bei den 
anderen Laufschienenmaterialien mit Ausnahme von Kohle gefunden. Fiir gleiche Strom- 
werte unterscheiden sie sich nur durch ihre Abmessungen. So wurde fiir Kupfer bei J = 1400 A 
eine Lichtbogendicke von d = 2,6 cm fiir Silber-Kadmium von d = 2,3 cm und fir Silber 
von @ = 2cm gemessen. Wie weit die Verkleinerung der Lichtbogenabmessungen auf die er- 
hohte Kihlung infolge gréBerer Geschwindigkeit oder allein auf den Einflu8 des Laufschienen- 
materials zuriickzufiithren ist, bedarf noch der experimentellen Klaérung. Zu diesem Zweck 
miiBte das Blasfeld bei Kupferschienen z. B. durch Zusatzwindungen solange gesteigert 
werden, bis bei gleichem Lichtbogenstrom dieselbe Geschwindigkeit wie bei Silber erreicht 
ist. Setzt man bei Kupfer den Materialfaktor m,, = 1, so folgt fiir Silber m,, = 1, 2, fiir 
Silber-Kadmium m,4,cg = 1,1. Fiir andere Laufschienenmaterialien steht die Bestimmung 
des Materialfaktors noch aus. 

Bei den Einlaufversuchen mit Kupferelektroden stellte sich bereits heraus, daB die Oxyd- 
haut geschwindigkeitsvermindernd wirkt. Daher erscheint es verstandlich, wenn auf Silber 
die héchsten und auf Aluminium mit seiner bestandigen Oxydhaut die kleinsten Geschwindig- 
keiten erzielt werden. (Kohle ausgenommen wegen ihres anderen Kathodenmechanismus). 
Bei Metallen wird der Kathodenmechanismus mit Volumenionisation erklart. Danach wird 
keine bestimmte Temperatur des Kathodenfu8punktes auf der Elektrode gefordert. Die 
Wanderungsgeschwindigkeit wird also nicht durch eine etwa erforderliche Erwarmung der 
Kathodenschiene bestimmt. Dies scheint vielmehr nur bei Kohle der Fall zu sein, wo wahr- 
scheinlich in der Hauptsache Thermoemission vorliegt. Der Bogen kann dort nur so schnell 
wandern, wie ein neuer FuBpunkt aufgeheizt und emissionsfahig wird. Die Wanderungs- 
geschwindigkeit ist daher sehr niedrig, der Lauf unregelmaBig und durch haufige Riick- 
zindungen gestort. Ein Wechsel des Kathodenmechanismus yon Thermoemission zur Vo- 
lumenionisation scheint bei Kohle im Gegensatz zu Wolfram, wie weiter unten gezeigt wird, 
nicht ohne weiteres moglich zu sein. 

In Bild 11 sind in der oberen Reihe die FuBpunktspuren wiedergegeben, die nach dem 
ersten Lauf bei J = 480 A vom Lichtbogen hervorgerufen wurden. Die untere Bildreihe 
zeigt die Schiene nach ca. 40 Laufen bei Strémen, die zwischen 1400 und 100 A lagen. Charak- 
teristisch sind fiir alle Laufschienenmaterialien die nach dem ersten Lauf auftretenden diskre- 
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ten Schmelzpunkte an der Anode. Bei Messing sind Schmelzstreifen statt Punkte zu erkennen., 
Die sprungweise Fortbewegung des Anodenfu8punktes tritt bei allen Laufschienenmaterialien 
auf. Die Kathodenschienen zeigen mit Ausnahme von Messing keine Schmelzspuren. Bei Stahl 
und Aluminium ist ein deutlicher Abbau der Oxydflache an der Laufschienenkante zu sehen. 


+ — 


Ag Cu Messing Stahl St 37K 


Bild 11. Obere Reihe: LichtbogenfuBpunktspuren nach dem 1. Lichtbogenlaut bei J = 500 A. 
Untere Reihe: Lichtbogenfu8punktspuren auf eingefahrenen Schienen (ca. 30 Laufe bei Strémen zwischen 100 und 1000 A). 


Alle Schienen sind etwa um 60° zum Betrachter geklappt, nur die eingefahrenen Kupferschienen sind um go° geklappt. 
Schienenprofil b = 10mm, d= 3 mm, e = 7 mm. Links Kathode, rechts Anode. 


Die auf der Anode der eingefahrenen Schienen hervortretenden starken Schmelzerschei- 
nungen riihren nicht von den grofen sondern vielmehr von den kleinen Strémen her. 
Denn bei hohen Strémen werden die Stromdichte und Brenndauer eines FuBpunktes infolge 
der zahlreichen parallel brennenden Fu&punkte stark herabgesetzt. Der Oxydabbau der 
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Kathode ist bei Kupfer besonders stark ausgepragt. Auf den Kohleelektroden wurden auch 
nach 40 Lichtbogenlaufen nur so schwache Flecken festgestellt, daB ihre photographische 
Wiedergabe nicht méglich ist, Daf bei Aluminium bei hohen Strémen ein explosionsartiges 
Fortschleudern der Schmelze auftreten kann, was auch von MULLER [g] berichtet wird, zeigt 
Bild 12, Die ttber der Schmelze hegende 
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Bild 13. Lichtbogenspannung in Abhangigkeit yom Lichtbogenstrom 
bei verschiedenen Laufschienenmaterialien. Schienenprofil b= 10mm, 
¢= 3mm, 2= 7mm, 
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Bild12. Fu8punktspuren auf einer 
Aluminium-Anodenschiene (b= 30mm, Bild 14. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom Licht- 
d = 8 mm, ¢= 5 mm) nach einem Licht- bogenstrom bei verschiedenen Kathoden- und Anodenlaufschienenmaterialien, 
bogenlauf bei J = 1000 A, Schienenprofil b = 10mm, d= 3 mm, e=7mm, 


den eine positive Charakteristik auf (Bild 13), Das Ansteigen der Spannung mit wach- 
sendem Strom ]48t sich mit der starkeren Kiihlung infolge zunehmender Laufgeschwindig- 
keit erklaren. Die im untersuchten Strombereich gemessenen Spannungswerte liegen fiir 
alle Metalle zwischen 41 V und 53 V bei 7mm Schienenabstand, Silber weist den starksten 
Spannungsanstieg auf, wahrend bei Messing die Spannung bis 1000 A unverdndert bleibt. 
Die Lichtbogenspannung bei Kohle liegt hdher als bei Metallen, sie wachst von 65 V bei 
300 A auf 80 V bei 800 A. Als Spannungswerte wurde bei den unruhigem Spannungsverlauf 
stets der niedrigste Wert in Bild 13 eingetragen, da in diesem Fall die Lichtbogenlange 
etwa gleich dem Schienenabstand ist. 


4, Lichtbogenlauf bei verschiedenem Elekrodenmaterial und entgegengesetzten 
Schienenanschliissen 
Werden Laufschienen aus verschiedenem Material beniitzt, so mu® sich zeigen, ob die 
Kathoden- oder Anodenschiene von gréBerem EinfluB auf die Wanderungsgeschwindigkeit 
des Bogens ist. Um einen moglichst deutlichen Polaritatsflu8 zu erhalten, wurden Kupfer 
und Kohle kombiniert, da deren Geschwindigkeitskurven stark voneinander abweichen. Zum 
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Vergleich sind deshalb in Bild 14 die Kupfer-Kupfer- und Kohle-Kohlekurven mit eingezeich- 
net. Besteht die Kathode aus Kupfer und die Anode aus Kohle, so liegen die dabei gemessenen 
Geschwindigkeitswerte dicht unter der Kupfer-Kupfer-Kurve. Bei umgekehrter Polaritat der 
Laufschienen konnte nur bei 
einem Lichtbogenstrom von ie 
850 A eine Wanderungsge- 900 
schwindigkeit gemessen wer- 
den. Bei kleineren Strémen 
bewegte sich der Lichtbogen 
so unregelmaBig, daB eine Be- 600 
stimmung der Wanderungsge- t 500 
schwindigkeit unmoéglich war. A 
Die bei 850 A gemessenen 
Werte sind der Kohle-Kohle- se 
kurve benachbart. Das Ma- 200 
terial der Kathodenschiene ‘ 
ist also im wesentlichen fiir ped 
den EinfluB des Laufschienen- OR eae Cees ee ae 5 See Cea a ADA tee 13 Se GIKAMT 
materials bestimmend. Zum Bild 15. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom Lichtbogenstrom bei 


leichen Ergebni i verschiedenen Kathoden- und Anodenlaufschienenmaterialien (Messungen von MUtiER [9]), 
a 8° ; kommt Die Schienen wurden bei den Messungen mit Asbestzement abgedeckt, 
auch MULLER [9], der ahn- 


liche Messungen bei abgedeck- 
ten Elektroden aus Kupfer 
und Wolfram durchfiihrte 
(Bild 15). 

DaB die Kathode die 
TFuihrung des Lichtbogens 
tibernimmt, laBt sich auch in 
einer Versuchsanordnung ge- 40 
maB Bild 16 zeigen. Dort sind 
die Laufschienen entgegen- 
gesetzt an die Stromquelle 
angeschlossen. Das Laufschie- 
nenfeld hat auf der Anoden- 
seite die umgekehrte Rich- 
tung wie an der Kathode. 
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Kathode Gesamtinduktion 


Der Mittelwert des Blasfeldes ri 

ist o. Die Verbindungsleitung eee 
Anodenschiene-Stromquelle Tnduktion 

ist soweit von den Laufschie- ean der rea 


nen entfernt, daB das von ihr 
hervorgerufene Feld die In- BR 

duktion am Lichtbogen nicht Bild 16. Induktionsverlauf am Lichtbogen bei ungleichem SchienenanschluB fiir J = 100 A. 
beeinfluBt. Obwohl nun auf Schienenprofil b= 10mm, d= 3 mm, e= 7mm, 

den Lichtbogen zwei gleich- 

groBe entgegengesetzte Lorentzkraéfte (auf der Kathodenseite von der Stromquelle weg, 
auf der Anodenseite zur Stromquelle hin) einwirken, bewegt sich der Lichtbogen nur in 
Richtung der Lorentzkraft auf der Kathodenseite, also in derselben Richtung, wie bei 
gleichem SchienenanschluB. Die Wanderungsgeschwindigkeit des Lichtbogens bei entgegen- 
gesetztem SchienenanschluB ist wegen des wesentlich kleineren Blasfeldes niedriger als 
bei gleichartigem Anschlu8 (Bild 17), Auch streuen die MeBwerte starker. Nicht bei jedem 
Versuch lief der Lichtbogen die ganze Mefstrecke durch. Mitunter blieb er stehen und 
blies seitlich aus, wobei er auf den Schienen starke Schmelzspuren hinterlieB. Auf dem 


sles 
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Oszillogramm (Bild 18) ist die Weg-Zeitlinie wegen des entgegengesetzten Anschlusses der 
Anodenschiene nach unten gezeichnet. Spannung, Strom und Photozellenimpulse zeigen 
einen sehr unruhigen Verlauf. 


5. Lichtbogenwanderung auf Rundprofil 


| 


80 In Bild1g sind die Geschwindigkeiten des 
pi Lichtbogens auf Rundprofil mit denen auf Recht- 
70 eckschienen verglichen. Die Profile wurden so 
gewahlt, daB am Bogen eine annahernd gleiche 
w Induktionsverteilung bestand. Abweichungen der 
Geschwindigkeit zeigen sich im Gebiet zwischen 
* 300 A und 800 A. Die Einsattlung der Geschwin- 
; digkeitskurve beginnt beim Rechteckprofil bereits 
bei 300 A und ist deutlicher ausgepragt als beim 
i Rundprofil. Hier tritt aus den AnodenfuBpunkten 
2 im Gegensatz zum Rechteckprofil nur ein Dampf- 
E strahl mit geringer Intensitat hervor, so daB die 
Beweglichkeit des anodenseitigen Teiles des Licht- 
A bogens nicht im gleichen MaBe behindert wird. Es 
zeigen sich namlich keine so ausgepragten Schmelz- 
| | stellen wie an der Schienenkante des Rechteck- 

0 200 400 «600» 800.» 1000» 1200 A 4400 


profils. Vielmehr scheinen auch bei kleineren 
Str6men und Geschwindigkeiten schon parallel 


Bild 17. Wanderungsgeschwindigkeit des Lichtbogens in 


Abhangigkeit vom Strom. 4 < wi 
1 gleicher SchienenanschluB, 2 ungleicher SchienenanschluB, brennende AnodenfuBpunkte zu bestehen. Dat 
a at ee ae RA auf deuten auch die nach einem Lichtbogen- 


lauf auf den Schienen hinterlassenen FuBpunkt- 
spuren hin (Bild 20). Auf der Kathode existieren keine Schmelzstellen, sondern nur die 
typischen langlichen Streifen. Ein Lichtbogenlauf auf Rundprofil mit einem Durchmesser 
von d = 10 mm war erst moglich, nachdem die Stabe in Laufrichtung des Bogens geschmirgelt 
worden waren. Die dabei hinterlassenen Riefen iibernehmen die Fiithrung des Bogens. Ohne 


es MeBfrequenz f=50tz ae None 


-Lichtbogenstrom 


Lichtbogenspannung 


Photozellen-7 Vaal hn ‘ 


Bild 18. Oszillogramm vom Lichtbogenlauf bei ungleichem SchienenanschluB. J = 1350 A, v = 34 m/s. 


diese Mafnahme bewegt sich der Lichtbogen nach seiner Ziindung auf einer kreisaéhnlichen 
Bahn (Bild 21) aus der Innenseite der Laufschienen heraus, um dann durch seitliche Ver- 
langerung zu léschen. Dies Verhalten des Bogens erklart sich mit der Anderung der Blasfeld- 
richtung infolge der seitlich ansetzenden LichtbogenfuBpunkte, wie dies bereits bei den 
dicken Laufschienenprofilen in [1] naher beschrieben wurde. Bei Verwendung von Rund- 
profil aus Eisen tritt keine Einsattelung der Geschwindigkeitskurve auf. Ein vorheriges Ab- 
schmirgeln der Schienen war nicht erforderlich. Der Bogen lief auch bei d = 10 mm einwand- 
frei. Dies diirfte durch den vom Eisen veranderten Blasfeldverlauf, dessen Ermittlung noch 
aussteht, bedingt sein. 
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Ein Vergleich der Wanderungsgeschwindigkeiten beim Lichtbogenlauf auf Kupfer- und 
Wolframdrahten yon 2mm Durchmesser zeigt keine groBen Unterschiede (Bild 22). Dies ist 
insofern von Bedeutung als der Kathodenmechanismus bei Wolfram wegen seines hohen 
Schmelzpunktes (38g0°) ebenso 
wie bei Kohle mit Thermo- m/s 
emission erklart werden kann, 
was auch experimentell bestatigt 
wurde [10]. Im Gegensatz zur 
Kohle ist aber bei Wolfram ein 


Wechsel des Kathodenmecha- tea 

nismus von Thermoemission auf 5 apes 

Volumenionisation mdoglich., : x Aneel 

Sonst kénnten nicht so hohe 20 6A sat blasung durch Fremdfeld 
Wanderungsgeschwindigkeiten 

auftreten. Ein Stehenbleiben des [ euaeienl 

B : pie : hl ha _ urcth Laut scnienente 
eEEN®) Tee ues wa colle ue 0 200 400 600 800 4000 A 1200 
fig der Fall war, wurde nicht ipo. 

beobachtet. Auch die FuBpunkt- 0 50 70 75 700 750 & 300 
spuren auf der Kathode weisen Bitte] — Laufschienenfeld 


keine Schmelzerscheinungen auf. Bild 19. Vergleich der Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit bei Rechteck- 


MULLER [9] der ebenfalls die Ge und Rundprofilen mit annihernd gleicher Induktionsverteilung, v = f(/) 
q = 


 Rechteckprofil b= 10mmd= 10 mm) TLanifechiouen aus Gu 


schwindigkeiten zwischen Kup- e Rundleiter = d= 10mm 6 
i A Rundleiter d= iomm @ Laufschienen aus Fe 
fer und Wolfram allerdings bei Schienenabstand jeweils e = 7 mm 
© Rundleiter d=9,5mm @ und iomm @ Laufschienen aus Cu, 


abgedeckten Rechteckschienen 
(Oi — 10 mm, -de= 2 mm)~ ver- 
gleicht (Bild 26), miBt bei einem 


Messungen von GuILE und SECKER [19], [20]. 


Strom von 18 kA auf Wolf- | fs 4 P aS 
ram eine Geschwindigkeit von | th 4 bey 

580 m/s. Mit steigendem Strom (4 .4\\1! 

zeigen die von MULLER gemesse- \ . 

nen Werte zwischen Kupfer und | q ipek 

Wolfram immer stairkere Unter- ra a ‘ 


schiede. Wahrend bei Kupfer 
die héchsten Geschwindigkeiten 
auftreten, werden bei Wolfram 
von MULLER die kleinsten aller 
untersuchten Metalle gemessen. 


Bei einem Laufschienen- 
durchmesser unterhalb 10mm 
bewegte sich der Lichtbogen 
stets einwandfrei, Ein seitliches 
Ausblasen wurde nicht beobach- 
tet. Die Abhangigkeit der Wan- 
derungsgeschwindigkeit vom 
Schienendu.chmesser d bei kon- 
stantem Lichtbogenstrom (J = 
480 A) ist in Bild 23 wiederge- 
geben. Die Geschwindigkeit des [apts : i 
Bogens steigt von 32 m/s bei Kathode Anode Kathode Anode 

d = 10mm auf 55 m/s bei@d = A b 


o,8mm auf Grund der zuneh- pila 20a u. b. Fu8punktspuren auf Rundprofilen d= 10 mm @, Schienenabstand 7 mm 


- . 1. Lichthogenlauf (500 A). 20 Lichtbogenlauf (Strome zwischen 100 und 1000 A). Links 
menden Blasfeldstarke stetig jeweils Kathode, rechts jeweils Anode, 
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an. Mit kleiner werdendem Durchmesser wird der Induktionsverlauf zwischen den Schienen 
immer inhomogener (Bild 24). W&ahrend die Induktion bei d = 10mm und J = 480 A am 
Schienenrand 134 G und in der Mitte zwischen den Schienen 112 G betragt, ist sie beid = 0,8 mm 
am Schienenrand auf 1280G, also fast um das zehnfache, in der Schienenmitte dagegen 
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Bild 21. FuBpunktspuren beim seitlichen Bild 22. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom 
Auslaufen des Lichtbogens. d= 10mm @, Lichtbogenstrom. d= 2mm %,e=7mm. 
e475, T == 500Ay @ Laufschienenmaterial Cu x Laufschienenmaterial Wo. 


aS aS a ae a ae ae a ee QO 2 4 8 8mm 1) 
a—» @— 
Bild 23. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit Bild 24. Induktion am Rande, in der Schienenmitte und 
vom, Schienendurchmesser d, Konstant: J = 480A, e= 7mm, mittlere Induktion am Lichtbogen in Abhangigkeit vom 


Schienendurchmesser. 


Brand Bmitte Bmittery = 1). 
Konstant; J = 480 A, e= 7mm. 


nur auf 240G, also auf etwa den doppelten Wert angewachsen. Dieser stark inhomogene 
Feldverlauf beeinfluBt wesentlich die Lichtbogenform. Der Lichtbogen nimmt, wie Bild 25 
zeigt, bei Schienendurchmessern, die unterhalb 2 mm liegen, eine halbkreisférmige Gestalt 
an. Der Lichtbogen behalt trotz der in Richtung und Gr6Be unterschiedlichen Blaskrafte 
seine Form wahrend des Laufes bei. Oberhalb d = 2 mm bildet der Bogen wieder eine gerad- 
linige Verbindung zwischen Anode und Kathode. Der haufig nachhangende Anodenfu8punkt 
und die konische Erweiterung des Lichtbogenquerschnittes von der Anode aus lassen auf das 
Einsetzen des Anodendampfstrahls schheBen. Bei d = 2mm tritt demnach der Wechsel von 
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Bewegungsart 1 zu Bewegungsart 2 auf. Bei d = 10 mm lauft der Bogen mitunter sehr un- 


regelmaBig. Die Photographie zeigt daher teilweise ein weiBes Band statt der genauen Licht- 
bogenform. Die hohen Stromdichten brachten die Drahte bis dicht an die WeiBglut (bei 
d = 0,8 mm 7 = 960 A/mm?). Der Drahtabstand wurde darum durch an den Drahten auf- 
gehangten Gewichten konstant gehalten. Schmelzspuren wurden bei den Drahten nicht 
beobachtet. An der Anode traten nur die zahlreichen kleinen Oxydflecken auf, wie sie auch 
bei den Schienen bei Bewegungsart 1 beobachtet wurden. 
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d=o,8 mm < g— 1,4 mm. | d= 2,3 mm d= 4,5 mm d=1iomm 
v=56m/s v 50 m/s Y= §2 11/S v = 43 m/s v = 32 m/s 
Bild 25. Form des Lichtbogens beim Lauf auf Rundprofil. (Aufnahme von vorn). Schienenabstand e = 7 mm, J = 480 A. 


6. Ergebnisse anderer Autoren 


In der Tabelle 1 sind die von verschiedenen Autoren gefundenen Ergebnisse tiber den 
EinfluB des Laufschienenmaterials auf die Wanderungsgeschwindigkeit von Lichtbégen zu- 
sammengestellt. 

STOLT [11], der seine Untersuchungen an einem auf zylinderférmigen Elektroden rotieren- 
den Lichtbogen durchfiihrte, findet, daB die Wanderungsgeschwindigkeit proportional mit 
dem Lichtbogenstrom ansteigt. Etwa ab 2 A beeinfluBt das Laufschienenmaterial die Lauf- 
geschwindigkeit des Bogens. Die héchste Geschwindigkeit wird von STOLT bei einer Elektroden- 
kombination gemessen, bei der die Anode aus Kohle und die Kathode aus Metall besteht. Auf 
Aluminium konnte ein rotierender Bogen nur erhalten werden, wenn die Anode aus Aluminium 
und die Kathode aus einem anderen Metall bestand. Die Anode zeigt dabei ziemlich starke 
Spritzerscheinungen, Bei Kupfer setzt sich an der Kathode ein dunkles Pulver ab, das wahr- 
scheinlich Kupferoxyd ist. Der anodenseitige Teil des Lichtbogens ist bei niederen Str6men stark 
ausgebreitet, zieht sich bei héheren StrO6men zusammen und ist in der Regel an der AuBen- 
kante der Schiene zu finden. Geschwindigkeitsmessungen (mit einem Drehspiegel ausgefiihrt) 
wurden erst vorgenommen, nachdem der Bogen etwa 5 Minuten tiber die Schienen gelaufen 
war. Bei kombinierten Elektroden zeigte sich im Gegensatz zu allen anderen Autoren, dab 
die Geschwindigkeit nur durch das Anodenmaterial beeinfluBt wird. Ein Wechsel des Ka- 
thodenmaterials rief keine Geschwindigkeitsdnderung hervor. Die Lichtbogenspannung 
nimmt mit steigender Geschwindigkeit zu. Sie weicht stark von der Ayrtonschen Glei- 


chung ab. 
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Tabelle 1. Zusammenstellung der von verschiedenen Autoren gefundenen Abhangigkeit der Wanderungs- 
geschwindigkeit des Lichtbogens vom Laufschienenmaterial. 


Unterscanton ae gemessene Untersuchtes Laufschienen- ae : 
Autor und Jahr der Sic ommbereich Strom- Blasfeld Geschindies material, in der Reihenfolge Vee See spe ee: 
Veroffentlichung ; art in G Bate ae von hochster zu kleinster abmessungen, Laufschienenstand 
in A keitenin m/s | Geschwindigkeit geordnet | 
6 a et re eae SS er A 
SToLt [11] 1—12 = 15—145 0,2—2 | Ag, Au, Cu, Al, C Zylinderférmige Elek- 
1924 troden, rotierende Licht- 
bogen, Elektrodenabstand 
| 1,2—0,7 mm 
RAMBERG [12] Samp = -— 0,1—1,7 | Cu, Fe, Al, Messing, Lichtbogen brennt zwi- 
1932 Pb, Loétzinn, Ni, schen bewegtem Stift und 
Neusilber, Zn, Cd, C | Laufschiene. Abstand 
Schiene—Stift nimmt 
stetig zu. 
GAULRAPP [13] 1—7 — keine | Gruppe 1: Ag, Au, Cu | AbreiBlichtbogen, 
1936 Angaben) Gruppe 2: Fe, Sb, Al, | Maximaler Elektroden- 
Ppa Wiaket abstand 1mm 
Gruppe 3: Cd, Cu, Mg, 
Lan 
BuRGHOFF [14] 27—135 ~ 100—800, 15—35 IKxeine Materialab- Der Lichtbogen wandert 
1933 | hangigkeit feststellbar | nur wahrend einer Halb- 
bei; Cu, Ag, Messing, periode einer 50 Hz 
Chrom-Nickel Wechselspannung, 
Geschwindigkeiten Schienenabstand 30 mm 
auf Al sind geringer 
WINsoR, LEE 5—40 == 1OO— 150) 2-12 Keine Materialab- Rechteckschienen 
ities} | hangigkeit feststellbar | b = 6mm, d = 6mm 
1950 bei Cu, Ag, W, Ni, C, | Schienenabstand 3,18 mm 
Mo Oberflache poliert, 
| horizontaler Lauf 
EIDINGER, [16] 2—100 = 4—400 1—50 Kxeine Materialab- Schienenabstand einige 
RIEDER | Lauf- hangigkeit bei Cu, Au,| mm. Schienenabmessun- 
1950 | schienen- W gen nicht bekannt 
feld aus- nach Angabe von 
geschal- RIEDER [17] 1960 
letet besteht folgende 
Materialabhangigkeit : 
Ag, Cu, Fe, Al, Mes- 
sing, Pb, Létzinn, Ni, 
Neusilber, Zn, Cd, C. 
W je nach Oxydation 
| 
GONENC [8] 200—1000) ~ | nur Lauf-| 3—35 Fe, Cu, Al Rundprofil, Schienen- 
1960 schienen- durchmesser 5, 10, 20, 
feld 40 mm, Schienenabstand 
20—200 mm 
MULLER [9] 1000 — : nur Lauf-|100—1000} Cu, Ag, Ni, Messing, Mit Asbestzement ab- 
1957 18000 schienen- Fe, W. Al explodierte | gedeckte Rechtecklauf- 
| feld schienen, 
320—5750 (2) 3 Bey naan, C= 2 vauvan 
Schienenabstand 6 mm 
GUILE, MEHTA 200—3000| ~ nur Lauf-| 5—6o0 Flu®stahl, Cu, Mes- Rundprofil, Schienen 
[18] schienen- sing, Geschwindig- durchmesser 9,5 mm 
1057 feld keiten auf Cu und Schienenabstand 3,2 cm 
Messing unter- Schienen vor dem Lauf 
scheiden sich nicht nicht bearbeitet. Horizon- 


taler Lauf. 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


Autor und Jahr der yee] Strom- Blasfeld Eons ately dee totcles Versuchsanordnung, Schienen- 
Veroffentlichung a art in G Erase A von hochster zu kleinster abmessungen, Laufschienenstand 
Geschwindigkeit geordnet 
GUILE, SECKER | 40—500 = |nurLauf-| —5 Rostfreier Stahl, Rundprofil, Schienen- 
[19] schienen- | Silberstahl, FluB- durchmesser 10 mm 
1958 feld stahl, W, Mo, Dur-Al, | Schienenabstand 3,2 cm, 
5—62,5 Al, Bronze, Zn, horizontaler Lauf. Nur ein 
Messing Lauf auf jeder Schiene 
GUILE, SECKER | 40—500 = 50—500 20—30 | Cu, Rundprofil, Schienen- 
[20] Lauf- 7—30| Messing, durchmesser 9,5 mm 
1959 schienen-| 0,5—2,5 | Flu8stahl Schienenabstand 3,2 mm 
feld aus- — Kohle, Al 
geschal- 
tet 
HESSE 100—1400} = |nur Lauf-) 10—120 | Ag, Ag- Cd, Rechteckschienen 
1960 schienen- Stahl, Cu, Messing, be TOM inside —— Sy 
feld Al, C Schienenabstand 7 mm 
30—420G 
100—1200| = nur Lauf-| 10—8o Flu8stahl, Cu, W Rundprofil, Schienen- 
schienen- durchmesser 10 u. 2mm, 
feld Schienenabstand 7mm 
25—300G 


In der Versuchsanordnung von RAMBERG [12] wird der Lichtbogen durch Beriihrung der 
Laufschiene mit einem Stift geziindet. Der Stift setzt sich dann unter dem Einflu8 der Schwer- 
kraft langs der Laufschiene in Bewegung, wobei sich der Abstand zwischen Schiene und Stift 
stetig vergréBert. Ramberg gibt nun als Lichtbogengeschwindigkeit den Wert an, den der 
Bogen im Augenblick des AbreiBens erreicht hat. 


Tabelle 2. 
Metall | Cu | Fe | Al | Messing | Pb | Lotzinn | Ni | Neusilber | Zn | Cd | (Cc 
v (cm/s) | 168,2 | Hae 116,5 | 107,3 | 58,5 | 54 48,9 | 4753 | 23,4 | 20,3 | 8.9 


GAULRAPP [13], der AbreiBlichtbégen zwischen 1 und 7 A untersuchte, teilt die Metalle 
auf Grund der auf ihnen vom Lichtbogen hinterlassenen FuBpunktspuren in 3 Gruppen ein. 


Gruppe 1: Metalle mit vollkommen diskontinuierlichem Kathodenfleck. Die Kathoden- 
basis setzt sich aus einer groBen Zahl entweder gleichzeitig bestehender Flecken zusammen 
oder es wandert nur ein Fleck mit enorm hoher Stromdichte sprunghaft tiber die Kathoden- 
flache hinweg. Als weitere Moglichkeit wird von GAULRAPP angegeben, daB mehrere kleinere 
parallelbrennende Flecken bestehen, von denen einige verléschen und andere neu entstehen. 


Gruppe 2 enthalt Metalle, deren FuBpunktspuren zwischen Gruppe 1 und denen der 
Gruppe 3 liegen. 

Gruppe 3: Metalle mit zusammenhangenden oft kreisrunden Kathodenflecken. GAULRAPP 
nimmt an, da8 der Kathodenfleck an einer Stelle feststeht und sich einbrennt. Der Bogen 
sollte daher vorwiegend thermischer Natur sein, was wohl bei Kohle aber kaum bei den Me- 
tallen zutreffen diirfte. 


Bei den Metallen der Gruppe 1 werden die héchsten Wanderungsgeschwindigkeiten fest- 
gestellt, wahrend die Metalle der Gruppe 3 fiir die Wanderung von Lichtbégen sehr ungeeignet 
erscheinen. Die Laufeigenschaften der Metalle der Gruppe 2 liegen ebenfalls zwischen Gruppe 1 
und Gruppe 3. 
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Burcuorr [14] laBt den Lichtbogen immer nur wahrend einer 50 Hz-Halbwelle tber 
die Breitseite eines Laufschienenbleches wandern, das mit Wasser gekiihlt wird. Der von 
ihm mit Zeigergeraten gemessene Strom stellt nur einen Mittelwert dar. Oszillographische 
Aufnahmen wurden nicht vorgenommen. Uber den Verlauf der Lichtbogenspannung liegen 
von ihm keine Angaben vor. Aus seinen zahlreichen MeBkurven laBt sich keine Staffelung 
der Wanderungsgeschwindigkeit hinsichtlich des Laufschienenmaterials entnehmen. Nur bei 
Aluminium sind die Geschwindigkeiten wesentlich niedriger. Bei kleinen Wanderungsge- 
schwindigkeiten verbrennt die Aluminiumschiene. 


600 Ae Wolfram 


0 44 15 «16 «= 17kA18 


Bild 26. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom Strom bei verschiedenen Laufschienenmaterialien. 
Schienenprofil b = 10mm, d= 2mm, eé = 6mm. Die Laufschienen sind mit Asbestzement abgedeckt. (Messungen von MULLER [9)). 


Die von GONENC [8] angegebene Reihenfolge der Laufschienenmaterialien zeigt gute 
Ubereinstimmung mit den Messungen von GuILE-MEHTA [18], die ebenfalls bei Wechsel- 
strom durchgefiihrt wurden, und den eigenen Messungen bei Gleichstrom. Alle diese Messun- 
gen wurden im gleichen Strombereich durchgeftihrt. Der von GONENC versuchten Erklarung 
iiber den EinfluB des Elektrodenwerkstoffes auf die Wanderungsgeschwindigkeit des Bogens 
vermag man allerdings ebenso schwer folgen wie seinen Betrachtungen iiber den Wan- 
derungsmechanismus des Bogens. ; 

Die von MULLER [9] bei verschiedenen Laufschienenmaterialien gemessenen Wanderungs- 
geschwindigkeiten sind in Bild 26 wiedergegeben. Der Lichtbogen lief dabei im Gegensatz 
zu den Untersuchungen anderer Autoren auf Laufschienen, die durch Asbestzement abgedeckt 
waren. Der zwischen Isolierstoffwanden laufende Lichtbogen besitzt, bei sonst gleichen Be- 
dingungen, eine wesentlich héhere Geschwindigkeit als der freibrennende Bogen. Die Ge- 
schwindigkeit kann bei groBen Strémen (> 4000 A) auf den doppelten Wert ansteigen. Ein 
Vergleich zwischen den eigenen und MULLERs Ergebnissen ist daher trotz nahezu gleicher 
Schienenabmessungen und Schienenabstande nur bedingt zulassig. In Bild 27 sind beide MeB- 
ergebnisse fiir Cu, Ag und Messing aufgetragen. Der Anschlu8 zwischen beiden Messungen 
1aBt sich fiir Silber und Messing herstellen, wenn auch der Ubergang zwischen beiden Kurven 
nicht stetig erfolgt. Eigene Versuche mit abgedeckten Kupferschienen ergaben bei Asbest- 
zement die gleichen Geschwindigkeitswerte wie fiir die nicht abgedeckten Silberschienen. 
Bei mit normalem Fensterglas abgedeckten Kupferschienen wurden noch héhere Geschwindig- 
keiten gemessen. Silber- und Kupferschienen weisen bei MULLER bis etwa 2,5 kA die gleiche 
Geschwindigkeit auf. Oberhalb dieses Wertes lauft der Bogen dann auf Kupfer schneller 
als auf Silber. Es ware interessant festzustellen, ob dies auch beim freibrennenden Licht- 
bogen der Fall ist, oder ob grundsatzlich durch die Abdeckung der Laufschienen eine andere 
Reihenfolge der Laufschienenmaterialien eintritt. Der Verlauf der von MULLER gemessenen 
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Lichtbogenspannungen zeigt mit zunehmendem Strom einen sehr deutlichen Anstieg (Bild 28). 
Dabei weisen Wolfram die héchsten und Silber die niedrigsten Werte auf, wahrend sich die 
Geschwindigkeiten gerade umgekehrt verhalten. Im Vergleich zu den eigenen Messungen 
ergibt sich fiir Silber bei J = 1350 A der Anschlu8 an die von MULLER gemessene Licht- 
bogenspannung mit jeweils 53 V. Fiir Kupfer wurden bei 1000 A von MULLER etwa 54 V bei 


4000 v = 115 m/s gemessen, wahrend aus den eigenen 
“sa | a ee Ga Messungen bei nicht abgedeckten Schienen 48 V 
a aigetett | Messing p=] Dei v = 75 m/s folgte. 
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Bild 27. Vergleich der von MULLER [9] gemessenen Bild 28. Lichtbogenspannung in Abhangigkeit vom Lichtbogenstrom 
Geschwindigkeiten mit den eigenen Versuchsergebnissen. bei verschiedenen Laufschienenmaterialien.(Messungen von MULLER. [9]) 


—— — — Messungen von MUxirr Schienenprofil b = 10mm @= 2mm, ¢= 6mm 
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In den Arbeiten von GUILE, SECKER und Menta [18], [19], [20] werden Wanderungs- 
geschwindigkeiten auf verschiedenen Laufschienenmaterialien aus Rundprofil gemessen. In 
der zuerst von ihnen benutzten Anordnung wird zur Beblasung nur das Laufschienenfeld 
benutzt. Die Ergebnisse fiir einige Materialien sind in Bild 29 6 


dargestellt. Auf der Abszisse ist unter dem Lichtbogenstrom  ™Ss ilberstahl 
auch die mittlere Induktion des Laufschienenfeldes am Licht- 5 
bogen angegeben. Sie gilt allerdings nur fiir nicht ferroma- 4 Molybden 


gnetische Metalle. Bei STAHL ist nach GUILE und SECKER die 
Blasfeldinduktion wesentlich héher, so daB der Lichtbogen t3 
schneller als auf den anderen Materialien lief. Die Geschwin- 5 


digkeiten auf Kupfer und Messing unterscheiden sich nicht, 2 

sie sind iiberraschender Weise kleiner als bei Aluminium. MN Acinium 
DaB die von GuILE und SECKER gemessenen Geschwindig- 1 ae owe 
keiten wesentlich kleiner sind als bei den eigenen Versuchen Z ZN Wessing u Kupfer 
(Bild 19), 1aBt sich auf den unterschiedlichen Schienenabstand 0 100 200, __ 300 400A 500 
(7 mm gegen 32 mm) zuriickfiihren. Die mittlere Induktion des er es 35 ae 5 
Laufschienenfeldes am Lichtbogen betragt fiir einen Strom B—= _Laufschienen- 


ae : : feld 
von J = 100 A bei 7mm Abstand 50 G und bei 32mm 12,5G. 4, Ae ey ee ete eco 


Bei groBen Schienenabstanden unterliegt der Lichtbogen  keit in Abhingigkeit vom Lichtbogenstrom. 
: : é iene hae (Messungen von GuILE und SECKER [19]). 
wesentlich leichter willkiirlichen Formveranderungen, so daB —_Rundprofil d= 10 mm @, Schienenabstand 
: A 6 oe c s - ,2cm. Beblasung nur durch das 
er sich nicht mehr so gleichmaBig wie bei kleinen Schienen- z Laufschienenfeld. 
abstanden bewegen kann. So wurde bei einem Strom von 
490 A und 7mm Schienenabstand eine Lichtbogengeschwindigkeit von 30 m/s gemessen, 


wahrend man aus den Kurven von GUILE und SECKER [19] bei 32mm Schienenabstand 
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beim gleichen Strom eine Geschwindigkeit von nur 1m/s entnimmt. Ein Vergleich bei 
Stahlschienen ist wegen der sich mit dem Schienenabstand nicht proportional andernden 
Blasfeldinduktion nicht méglich. Der Verlauf der Geschwindigkeitskurven ist mit Aus- | 
nahme von Wolfram anders als bei den eigenen. Mit wachsendem Strom steigen die von 
GUILE und SECKER angegebenen Geschwindigkeitskurven immer steiler an, wahrend bei den 
eigenen Kurven die Steigung abnimmt. Im Gegensatz zu den eigenen Versuchen wurde von 
GuILE und SEcKER auf jeder Schiene nur ein Versuch durchgefiithrt. Sie wollen damit fir 
alle Versuche die gleichen Voraussetzungen schaffen. Dies ist aber nach den eigenen Er- 
fahrungen nicht der Fall, da die Oberflachenbeschaffenheit besonders hinsichtlich des Oxyd- 
gehaltes bei verschiedenen Schienen nicht dieselbe ist. Daher wurden beim ersten Lauf trotz 
sonst gleicher Versuchsbedingungen unterschiedliche Geschwindigkeiten gemessen. Erst bei 
eingelaufenen Schienen ergaben sich reproduzierbare Werte. 


30 
m/s 


: Kupfer 


20 


v— 


10 


FluBstahl 


0 400 200 300 400 G 500 
Be Fremdfeld 
Bild 30. Anschlu8 der Laufschienen zum Ausschalten Bild 31. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit 
des Laufschienenfeldes. vom Blasfeld (Messungen von GUILE und SECKER [20)). 
Rundprofil d = 9,5mm @, Schienenabstand 3,2 mm. 
Laufschienenfeld ausgeschaltet. 
X 43A e103A A 170A O 500A OJ 670A 


Der Anodenfu8punkt zeigt nach den Schilderungen von GUILE und MEHTA [18] ein ahn- 
liches Verhalten wie es bei den eigenen Versuchen bei der Bewegungsart 3 beobachtet wurde. 


In einer 2. Versuchsanordnung wird von GUILE und SECKER [20] das Laufschienenfeld 
durch doppelseitigen AnschluB der Laufschienen gemaB Bild 30 eliminiert. Die Beblasung 
erfolgt nur durch ein Fremdfeld. Die Ergebnisse dieser Messungen sind in Bild 31 darge- 
stellt. Die Schienenabmessungen waren die gleichen wie in der ersten Versuchsanord- 
nung, der Schienenabstand dagegen betrug nur 3,2 mm. Die Reihenfolge der Laufschienen- 
materialien, geordnet nach der Geschwindigkeit, ist hierbei eine véllig andere als in der 1. Ver- 
suchsanordnung. Die héchsten Geschwindigkeiten wurden bei Kupfer gemessen, Messing 
hegt etwas tiefer. Dagegen bewegt sich der Lichtbogen jetzt auf Stahl nur sehr langsam. Bei 
Kohle und Aluminium konnten keine reproduzierbaren Werte erhalten werden. Die Ge- 
schwindigkeiten auf Kupfer sind zum Vergleich mit den eigenen Messungen in Bild 19 ein- 
getragen. Die eigenen Werte bei 500 A liegen trotz geringerer Blasfeldinduktion noch etwas 
tuber denen von GUILE und SECKER. DaB die Geschwindigkeiten bei Stahl so wesentlich 
niedriger sind, diirfte darauf zuriickzufiihren sein, da8 die Kraftlinien des Blasfeldes zu den 
Laufschienen hin abgebogen werden und somit den Lichtbogen nicht mehr senkrecht durch- 
setzen. Von GUILE und SECKER ist namlich nichts tiber den Einflu8 der Stahlelektroden auf 
das Blasfeld ausgesagt, so da man mit einer tatsachlich viel geringeren wirksamen Induktion 
als angegeben rechnen muB. 


GUILE und SECKER unterscheiden zusammenhangende und. nicht zusammenhangende 
Fu8punktspuren auf der Kathode: Bei den zusammenhangenden FuBpunktspuren werden 
3 verschiedene Arten beobachtet: 
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1. ,,Stricking track, eine breite deutlich ausgepragte Schmelzspur. Sie findet sich bei 
kleinsten Lichtbogengeschwindigkeiten. Bei Kupfer wird sie nicht beobachtet, dagegen bei 
Messing und Stahl. 

2. ,,Regular track‘, eine schmale Schmelzspur, wie sie etwa in Abb. 5a und Abb. 21 wieder- 
gegeben ist. Die Lichtbogengeschwindigkeit ist jetzt hdher. 

3. ,, Highspeed regular track“‘, eine farnkrautahnliche verzweigte Spur (entspricht etwa 
den Bildern 5b und 20), die sich leicht entfernen la8t. Schmelzerscheinungen sind nicht zu 
beobachten. Diese Fu8punktspur tritt bei den héchsten von GUILE und SECKER gemessenen 
Geschwindigkeiten auf. 
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Bild 32. Lichtbogenwanderungsgeschwindigkeit in Abhangigkeit vom Lichtbogenstrom mit und ohne Zusatzwindungen 
zur Verstarkung des Blasfeldes. Schienenprofilb = 50mm, d= 5 mm, ¢= 7mm. 


Da sich mit der Zunahme der Geschwindigkeit auch die Art der Fu8punktspuren andert, 
nehmen GUILE und SECKER an, daB nur die Bewegung des Kathodenfleckes die Wanderungs- 
geschwindigkeit:des Bogens bestimmt. Die Auffassung vom Lichtbogen als flexiblem Leiter, 
dessen Geschwindigkeit nur durch die Lorentzkraft und den Luftreibungswiderstand bestimmt 
wird, halten sie fiir nicht zutreffend. Dies dirfte wohl fiir die ersten Lichtbogenlaufe richtig 
sein, aber bei eingefahrenen Schienen kénnen bei hohen Geschwindigkeiten (Bewegungsart 1) 
der Luftwiderstand und bei kleineren Geschwindigkeiten (Bewegungsart 3) der Anodendampf- 
strahl nicht unberiicksichtigt bleiben. 

Aus ihren Messungen (Bild 31) entnehmen GUILE und SECKER ferner, daB bei Beblasung 
durch ein Fremdfeld die Wanderungsgeschwindigkeit des Bogens zwischen 40 und 670 A 
unabhangig vom Strom ist, sofern das Laufschienenfeld ausgeschaltet ist. Sie geben dafiir 
folgende Erklarung: Von etwa 40 A ab teilt sich der KathodenfuBpunkt in mehrere parallel- 
brennende FuBpunkte mit gleicher Stromdichte auf. Der Strom eines Kathodenfu8punktes 
iibersteigt nicht den Wert von 40 A. Diese FuBpunkte bewegen sich bei konstantem Blasfeld 
mit gleicher Geschwindigkeit, unabhangig von der Héhe des Stromes. Ein Ansteigen des 
Stromes bedeutet nur eine Erhéhung der Zahl der parallelbrennenden Fu8punkte. Da nach 
ihrer Meinung die Geschwindigkeit des Bogens nur durch die Bewegung des Kathodenflecks 
bestimmt ist, bleibt dann auch die Geschwindigkeit des ganzen Bogens unabhangig vom 
Strom. 

Bei den eigenen Messungen wurde bei Profilen, die dicker als 4 mm waren, auch ein Bereich 
festgestellt, in dem die Geschwindigkeit nahezu unabhangig vom Strom ist. Dieser erstreckt 
sich, wie aus Bild 32 zu entnehmen ist, von 300—600 A. Die Unabhangigkeit der Geschwin- 
digkeit vom Strom wurde in [1] mit der Wirkung des Anodendampfstrahls erklart. Danach 
verhindert der Anodendampfstrahl die Bewegung des anodenseitigen Teils der Saéule. Da die 
Intensitat des Anodendampfstrahles mit dem Strom zunimmt, kann sich die Geschwindigkeit 
des Bogens trotz wachsender Lorentzkraft nur wenig andern. Erst wenn bei héheren Strémen 
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der Anodendampfstrahl infolge jetzt entstehender paralleler FuBpunkte aufhdrt zu bestehen, 
kann die Wanderungsgeschwindigkeit wieder mit dem Strom ansteigen. Wird bei konstantem 
Strom das Blasfeld vergréBert, (bei den eigenen Versuchen geschah dies durch tiber die Lauf- 
schienen gelegte Zusatzwindungen, die vom Lichtbogenstrom durchflossen wurden) so steigt 
die Lichtbogengeschwindigkeit an und der Bereich, in dem sie unabhangig vom Strom ist, 
wird kleiner. Bei hohen Blasfeldstarken tritt ttberhaupt keine Einsattlung der Geschwindig- 
keitskurve mehr auf. Ware bei den hier geschilderten Versuchen das Laufschienenfeld aus- 
geschaltet worden, so hatte sich der Bereich der Stromunabhangigkeit sicherlich noch deut- 
licher ausgepragt, wie dies bei den Untersuchungen von GUILE und SECKER auch der Fall ist. 


Zusammenfassung 


Aus den Untersuchungen von GUILE und SECKER sowie aus den eigenen folgt, daB die 
Abhangigkeit der Wanderungsgeschwindigkeit vom Laufschienenmaterial im wesentlichen 
durch den Oxydationszustand der Kathode bedingt ist. Dies tritt besonders deutlich beim 
Einfahren der Laufschienen in Erscheinung. Das Oxyd setzt die Beweglichkeit des Fub- 
punktes ganz erheblich herab. Die Geschwindigkeit des Lichtbogens kann beim ersten Lauf 
weniger als die Halfte des auf eingefahrenen Schienen gemessenen Wertes betragen. Bei sehr 
stark oxydierten Schienen kann es sogar bei kleinen Blaskraften geschehen, daB der Bogen 
stehenbleibt und einen starken Abbrand der Schienen hervorruft. Im eingefahrenen Zustand 
der Schienen bestimmen dann auBer dem Laufschienenmaterial vor allem der Luftwiderstand 
oder der Anodendampfstrahl die Lichtbogengeschwindigkeit. Um bei eingefahrenen Schienen 
den Einflu8 des Laufschienenmaterials festzustellen, ist es erforderlich, stets unter gleichen 
Versuchsbedingungen zu arbeiten, d.h.: gleiches Schienenprofil, gleicher Schienenabstand 
und gegebenenfalls Abdeckung mit gleichem Isolierstoff, dasselbe Blasfeld und gleicher Strom. 
Jede Anderung einer dieser Versuchsbedingungen fiihrt bereits zu einer wesentlichen Ge- 
schwindigkeitsinderung des Bogens. Der genaue EinfluB des Laufschienenmaterials laBt 
sich dann nicht mehr eindeutig feststellen. Beim Einfahren bildet der Lichtbogen eine 
oxydfreie Spur auf der Laufschieneninnenseite oder an der Laufschienenkante aus. Die bei 
eingefahrenen Schienen noch verbleibende Abhangigkeit vom Laufschienenmaterial laBt sich 
etwa folgendermaBen erklaren: Je nach Material und umgebender Atmosphare entsteht 
nach jedem Lauf sofort ein mehr oder weniger starker Oxydfilm auf der Oberflache, der beim 
nachsten Lauf wieder abgebaut werden mu. Schienen, die langere Zeit nicht benutzt wurden 
und wieder starker oxydiert sind, miissen erneut eingefahren werden. Daher scheint es ver- 
standlich, da8 auf Edelmetall die héchsten und auf Aluminium mit seiner sich sehr schnell 
neubildenden, bestandigen Oxydhaut die kleinsten Geschwindigkeiten gemessen wurden. 

Auf Grund der verschiedenen Messungen lassen sich die Laufschienenmaterialien hinsicht- 
lich ihres Einflusses auf die Wanderungsgeschwindigkeit des Bogens in fiinf Gruppen einteilen, 
wobei in jeder Gruppe eine Reihenfolge nicht festgelegt werden kann. Auch sind gelegentlich 
Uberschneidungen zwischen benachbarten Gruppen méglich. 


Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3 Gruppe 4 Gruppe 5 
Silber, Kupfer, Wolfram, Molybdan, Aluminium | Kohle 
Gold Messing, Zink, Bronze, 

Stahl Nickel, Kobalt, 
Neusilber, Blei, 
Kadmium, L6tzinn 


Die héchsten Geschwindigkeiten wurden bei der Gruppe 1 gemessen, wahrend bei Gruppe 5 
der Lichtbogen nur sehr unregelmafig und mit der kleinsten Geschwindigkeit lief. Die schlech- 
ten Laufeigenschaften bei der Kohle sind auf den gegeniiber den Metallen anderen Kathoden- 
mechanismus zurtickzufiihren. Da bei Kohle Thermoemission vorliegt, mu8 der Kathoden- 
fuBpunkt erst auf eine emissionsfahige Temperatur aufgeheizt werden. Eine Begriindung 
dieser Reihenfolge durch andere physikalische Eigenschaften der Metalle wie Schmelzpunkt, 
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Siedepunkt, spezifische Warme, Elektronenaustrittsarbeit und Ionisierungsspannung des 
Metalldampfes laBt sich nicht finden. In erster Linie ist es die Kathode, die den Einflu8 des 
Laufschienenmaterials festlegt. Dies wurde durch Versuche mit kombinierten Elektroden 
und ungleichem Anschlu8 der Laufschienen bestatigt. 


Der Kathodenmechanismus miiBte noch hinsichtlich der Bedeutung des Sauerstoffes fiir 
die Beweglichkeit des FuB8punktes eingehender untersucht werden. Der Oxydabbau scheint 
weniger durch Warme als vielmehr durch die hohe Energie der auf der Kathodenoberflache 
aufprallenden Ionen zu erfolgen. Schmelzerscheinungen finden sich auf der Kathode nur bei 
kleinen Geschwindigkeiten, d. h. bei kleinen Strémen und geringen Blasfeldstarken. Ob, wie 
vielfach angenommen wird, die Lichtbogensdule durch mehrere parallelbrennende FuBpunkte 
mit der Elektrode verbunden ist, bedarf ebenfalls noch einer Klarung. Eigene Untersuchungen, 
tiber die in [1] berichtet wurde, konnten zwar parallelbrennende Anodenfu8punkte aber 
keine parallelbrennenden Kathodenfu8punkte nachweisen. 


Bei Stahlelektroden wird auf Grund ihres ferromagnetischen Charakters der Induktions- 
verlauf des Blasfeldes am Lichtbogen geandert. Die rechnerische oder meBtechnische Be- 
stimmung des Laufschienenfeldes, die den Unterschied zu den nichtmagnetischen Materialien 
aufzeigen wiirde, steht noch aus. Die Lichtbogengeschwindigkeit auf Stahl wird also nicht 
nur durch den Oberflachenzustand sondern auch durch das veranderte Blasfeld bestimmt. 
Bei Stahlelektroden ist ferner noch zwischen Laufschienenfeldbeblasung und Fremdfeld- 
beblasung zu unterscheiden. Bei Fremdfeldbeblasung werden die Kraftlinien den Lichtbogen 
nicht mehr senkrecht durchsetzen, sondern sie werden zu den Laufschienen hin abgebogen. 
Dies bedeutet eine Absenkung der Blaskraft. 


Der Einflu8 des Materials der Anodenschiene ist gering, aber doch vorhanden. Fiir diese 
Ursache konnten bisher noch keine Anhaltspunkte gefunden werden. Nur bei Einfahrver- 
suchen wird wahrscheinlich durch die vom Lichtbogen hervorgerufenen Schmelzspitzen das 
Ausbilden neuer FuBpunkte erleichtert. 


Die hier beschriebenen Untersuchungen wurden im Institut fiir Hochspannungs- und 
MeBtechnik der TH Darmstadt in den Jahren 1956—1959 auf Anregung von Prof. Dr. Ing. 
FRUHAUF durchgefiihrt. Die Messungen wurden von den Diplomingenieuren Gessner, Heckl, 
Seitz, Schween, Schultze vorgenommen. Die Literaturzusammenstellung besorgte Dipl.-Ing. 
PFEIFER [21]. Herrn Prof. Dr. Ing. FRUHAUF und allen Mitarbeitern sei an dieser Stelle ftir 
ihre Unterstiitzung nochmals gedankt. 


Literatur 


Hesse, D.: Uber den Einflu8 des Laufschienenfeldes auf die Ausbildung und Bewegung von Lichtbogen- 
fuBpunkten. Arch. Elektrotechn. 45 (1960) H.3, S.188—z208 (Dissertation TH Darmstadt 1960). 
|] Hocwratner, A.: Die Bewegung des Kurzschlu8-Lichtbogens in Hochspannungs-Schaltanlagen. Elektro- 
techn. Z. A. 77 (1956) H. 10, S. 302—308. 

[3] Gurite, A. E.: The Movement of an Arc between Parallel Horizontal Rods fed from one end in Still Air 
and in a Wind. Brit. elektr. and allied Ind. Res. Assoc. techn. Rep. 1957. 

[4] HEssE, D.: Zur Bestimmung des Laufschienenfeldes am wandernden Lichtbogen. Arch. Elektrotechn. 
45 (1960) H. 7, S. 466—478. 

5] Marcxer, H.: Plasmastromungen in Lichtbégen infolge eigenmagnetischer Kompression. Z. Physik 141 
(1955) S. 196—216. 

[6] Lorn, L. B.: Fundamental Processes in Gas Discharges. New York 1947. 

[7] KrrcusteIn, B.: Uber Abbrandversuche an Lichtbégen in einem Gemisch von Luft und Stickstoff. Wiss. 
Ver6ffentlichungen aus den Siemens-Werken 16 (1937) H. 1, S. 72—8o. 

GONENC, I.: Lichtbogenwanderung an runden Staben. Elektrotechn. Z. A. 81 (1960) H. 4, S. 132—139. 
[9] Mtxier, L,: Wanderungsvorgange von kurzen Hochstromlichtboégen im eigenerregten Magnetfeld zwi- 
schen ruhenden Laufschienen und zwischen sich trennenden Kontaktstiicken. Elektr. Wirtschaft 57 
(1958) H. 8, S. 196—200 (Dissertation TH Braunschweig 1957). 

{10] Dosse Mrerpev: Der elektrische Strom in Hochvakuum und Gasen. S. 318. Leipzig: S. Hirzel 1945. 
[11] Strort, H.: Rotation des elektr. Lichtbogens bei Atmospharendruck. Ann. Phys. 4. Folge 74 (1924), 
S. 80—104. 


Caer | 
= 
a. 


[—) 
nN 
L 


172 


D. Hesse: EinfluB des Laufschienenmaterials auf die Wanderungsgeschwindigkeit Pea aks na 
ee 


[12] 
[13] 
[14] 
[15] 


[16] 


[17] 


[22] 
[23] 


[24] 


RAMBERG, W.: Uber den Mechanismus des elektr. Lichtbogens. Ann. Phys. 5. Folge 12 (1932) ST) 
bis 352. 

Gautrapp, K.: Untersuchung der elektr. Eigenschaften des Abrei®lichtbogens. Ann. Phys. 5. Folge 
25 (1936) S. 705—727. 

Burcuorr, H.: Uber die magnetische Ablenkung von Gleichstromlichtbégen. Elektrotechn. u. Masch.-Bau 
52 (1934) S. 49—53. (Dissertation TH Braunschweig 1933). 

Winsor, L. P., u. T. H. Lez: Properties of a D-C Arc in a Magnetic Field. Trans. Amer. ‘Inst. electr. 
Eng. (1) (Commun. and Electronics) May 1956, S. 143—148. 

EIDINGER u. W. RriepeEr: Das Verhalten des Lichtbogens im transversalen Magnetfeld. Arch. Elektrotechn. 
43 (1957) H. 2, S. 94—114. 

RIEDER, W.: Zur Physik des Niederstrom-Schaltlichtbogens. Bull. d. Schweizerischen Elektrotechnik 
Verein Ziirich 51. (1960) H. 1, S. 15—25. 

Guire, A. E., u. S. F. Menta: Arc Movement due to the Magnetic Field of Current Flowing in the Elec- 
trodes. Proc. I.E.E. Paper No. 2413, Dez. 1957, S. 533—540. 

GuiLz, A. E., u. P. E. Secxer: Arc Cathode Movement in a Magnetic Field. J. Applied Physics 29 
(1958) S. 1662—1667. 

SECKER, P. E., u. A. E. GuILE: Arc Movement in a Transverse Magnetic Field at Atmospheric Pressure. 
Proc. I.E.E. Paper No. 3044, Aug. 1959, 5S. 311—320. 

PFEIFER, B.: Literaturzusammenstellung iiber die magnetische Beblasung des Lichtbogens in Gleich- 
und Wechselstromschaltern. Studienarbeit am Institut fiir Hochspannungs-MeBtechnik der TH Darm- 
stadt, Nr. 561 (1958). : 

SECKER, P. E.: The Influence of Cathode Surface Conditions on Arc Movement. Proc. of the Fourth 
International Conference on Ionization Phenomena in Guses, Upsala, 17—21. August 1959. 

Lewis, T. J. u. P. E. Secker: Effect of Cathode Surface Roughuess and Oxydation on Arc Movement 
Nature, 186 (1960) No. 4718, S. 30—31. 

SECKER, P. E.: Explanation of the enhanced Arc Velocity on Magnetic Elekctrodes. Brit. J. of Applied 
Physics 11 (1960) S. 385—388. 


Dr.-Ing. DrrK Hesse, Darmstadt, Kranichsteinerstr. 22 


€ y Te : i : . . 
Pee W. ENGL: Relativistische Theorie des induktiven Durchflu&Bmessers 173 


Relativistische Theorie des induktiven DurchfluBmessers 
Von 
W. Enc, Karlsruhe 


Mit 5 Textabbildungen 
(Eingegangen am 20. Juli 1960) 


Inhaltsiibersicht: 1. Einleitung und historischer Uberblick — 2. Grundgleichungen der Elektrodynamik 
bewegter Medien — 3. Ableitung der Differentialgleichungen der Potentialfunktionen und Grenzbedingungen 
— 4. Integration fiir ein Rohr von kreisf6rmigem Querschnitt — 5. Lésung fiir periodisches Wechselfeld — 
6. Diskussion der Ergebnisse. 


1. Einleitung und historischer Uberblick 


Unter einem induktiven DurchfluBmesser versteht man die in Bild 1 gezeigte Anordnung. 

Zwischen den Polen eines Magneten befindet sich ein Rohr, durch das eine Flissigkeit 
str6mt. Es soll das pro Zeiteinheit durch einen Querschnitt hindurchtretende Volumen ge- 
messen werden, durch Messung der Potentialdifferenz, die an dem senkrecht zum Magnetfeld 
und senkrecht zur Rohrachse angebrachten Elektrodenpaar auftritt. 

Man kann sich diese Anordnung aus einer FARADAYschen Unipolarmaschine entwickelt 
denken; in der Tat wurde der Vorschlag, das Induktionsgesetz zur Messung von Strémungs- 
geschwindigkeiten anzuwenden, bereits 1832 von FARADAY [1] selbst angegeben. FARADAY 
fiihrte auch Versuche durch, beidenen von der Waterloo 
Briicke in einem Abstand bis zu 300 m Metallelektroden 
in die Themse gelassen wurden um die Spannung zu 
messen, die von der Bewegung des Wassers relativ zum 
Erdfeld hervorgerufen wird. Das Ergebnis dieser Ver- 
suche war jedoch nicht eindeutig. Bei spateren Experi- 
menten, die von JOUNG, GERRARD und JEVONS [2] 1918 
vor dem Hafen von Dartmouth durchgefiihrt wurden, 
konnte eindeutig eine periodische Spannung registriert 
werden, welche dieselbe Periodendauer wie die Gezeiten 
hatte. In der gleichen Arbeit wurde auch schon der 
Vorschlag gemacht, diesen Effekt zur Messung der 
Drift von Schiffen auszunutzen. In Unkenntnis dieser Arbeiten und unabhangig voneinander 
wurde von mehreren Physiologen [3], [4], [5] das Problem, die Blutgeschwindigkeit in Adern 
induktiv zu messen, in Angriff genommen. KOLIN [6], [7] erhielt ein Patent auf eine An- 
ordnung zur DurchfluBmessung und verwendete auch erstmalig ein Wechselfeld und schlieB- 
lich brachte KoLin [8], [g] bis in die jiingste Zeit Verbesserungen an seiner Anordnung an. 

Mit einer technischen Verwendung begann man sich erst relativ spat ernsthaft zu be- 
schaftigen. Die Grundlage bildete die von THURLEMANN [10] 1941 theoretisch erarbeitete 
und experimentell bestaétigte Erkenntnis, da8 die induzierte Spannung in Réhren von kreis- 
férmigem Querschnitt proportional der mittleren Geschwindigkeit ist, unabhangig vom 
Str6mungsprofil. 

In den letzten Jahren sind von verschiedenen europdischen und amerikanischen Firmen 
induktive Durchflu8messer fiir industrielle Anwendungen auf den Markt gekommen. Sie 
haben vor allem fiir die DurchfluBmessung von Fliissigkeits-Feststoffaufschwemmungen, 
von sehr zahen Fliissigkeiten und von stark korrosiven Fliissigkeiten Anwendung gefunden. 
Durch Kombinierung mit einer Leitfahigkeitsmessung kann auch der Feststoffanteil in einer 
Suspension ermittelt werden. 

Fiir ein qualitatives Verstandnis des Effektes geht man am besten von der Kraft aus, die 
an einer Ladung angreift, wenn diese sich in einem Magnetfeld B bewegt. Bewegt man einen 
Leiter nach dem Vorbild von Bild 1 mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v, so wandern 


Bild 1. Prinzip des induktiven DurchfluBmessers. 
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unter dem Einflu8 der genannten Kraft die frei in ihm beweglichen Ladungen an die Ober- 
flache. Es findet also eine Ladungstrennung statt und zwar so lange, bis das von den Ober- 
flachenladungen aufgebaute elektrostatische Feld an einer Ladung im Leiterinneren eine zur 
Kraft des Magnetfeldes gleich groBe Gegenkraft hervorruft. Dann ist der Zustand stationar 
und die Potentialdifferenz zwischen zwei im Abstand d befindlichen Elektroden betragt 
v- B-d, wenn die Richtungen von v, B und d ein Rechtssystem bilden. Bei einem idealen 
Leiter (Elektronenleiter mit kleiner Relaxationszeit ¢/o) ist demnach die induzierte Spannung 
von Materialkonstanten unabhangig. 

Technisch interessierende Fliissigkeiten iiberstreichen jedoch einen Leitfahigkeitsbereich 
von ca. 20 GréBenordnungen, so daB eine allgemeine Theorie erforderlich ist, um die experi- 
mentellen Tatbestande befriedigend zu erklaren. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, eine methodisch einwandfreie und fiir alle Leitfahig- 
keits- und Dielektrizitatskonstantenbereiche der Fliissigkeiten giiltige Theorie fiir Gleich- und 
Wechselfelderregung anzugeben. 


2. Grundgleichungen der Elektrodynamik bewegter Medien 


Die Berechnung der an den Abnahmeelektroden herrschendén Spannung ist eine Aufgabe 
der Elektrodynamik bewegter Medien. Man hat daher ein sicheres Fundament, wenn man 
sich auf den Boden der speziellen Relativitatstheorie stellt. Es werden gleich-orientierte 
Koordinatensysteme (x/ /x’ usw.) eingefiihrt, das Gestrichene ist kérperfest, das Ungestrichene 
raumfest. Der mitbewegte Beobachter stellt die gestrichenen GréBen &’, 8’, ¢’... fest, wah- 
rend der ruhende die ungestrichenen miBt. Die Transformation der gestrichenen und un- 
gestrichenen GroBen ineinander erfolgt durch die LoRENTZ-Gruppe. Der Vorgang wird vom 
ruhenden Beobachter, also vom Laboratorium aus, beschrieben, da auch die Abnahme- 
elektroden ortsfest sind. Wesentlich fiir das vorliegende Problem ist, daB die Bewegung 
nicht rdumlich konstant, der bewegte Korper also nicht starr ist. Jeder Punkt im bewegten 
Korper fiihrt dann sein eigenes gestrichenes System mit sich. 


Bild 2. Die Versuchsanordnung und Orientierung der Koordinaten. 


Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P des bewegten Koérpers. Da er durch Ein- 
fiihrung seines mitgefiihrten gestrichenen Systems auf Ruhe transformiert ist, gelten in diesem 
System fiir die gestrichenen GréBen die MAxwe ttschen Gleichungen der Ruhe: 

OB’ 


rot’ © = ig div’ 8’ =o; 
*y (1) 
TOUS) tee = +1; Civ a) ein 


Fiir den mitbewegten Beobachter, der von der Bewegung der Materie nichts weiB, gelten die 
Materialgleichungen der Ruhe: 


SY = ¢ C': Osa SIs t =o: (2) 
und die Materialkonstanten ¢, w und o haben die gleichen Werte, wie wenn der Korper im 
Laboratorium ruht. Da es sich weiter stets um nicht-magnetisierbare Kérper handeln soll, 


ist im folgenden w = fy gesetzt. Im Fall des Nichtleiters ist auBerdem o = 0. Um den Vor- 
gang vom Laboratorium aus, also in den ungestrichenen Gré8en, beschreiben zu kénnen, 


‘ 
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miissen die eben formulierten Grundgleichungen (1) und (2) in das ungestrichene System 
transformiert werden. Die MAxweE Lt-Gleichungen behalten dabei infolge ihrer Invarianz 
gegentiber der LoreNTZ-Gruppe, ihre Form bei Fortlassung aller Striche bei. Die Material- 
gleichungen haben dagegen im ungestrichenen System die Form: 


D=eC+xvxB; 
® = My (Q — xv xX) ; 
%=E— EE; 


i=evt+a(E+vx). 


Hierin sind Glieder von der Ordnung (u/c)? vernachlassigt. Der von uns zu untersuchende 
Effekt ist namlich selbst von der Ordnung v/c, so daB der durch die Vernachlassigung ent- 
stehende relative Fehler ebenfalls von der Ordnung v/c ist, was fiir alle hier vorkommenden 
Geschwindigkeiten zu vernachlassigen ist. Die Gleichungen (3) sind die dreidimensionale 
Schreibweise der LORENTZ-invarianten Formulierung der Materialgleichungen. Wir erinnern 
uns hierbel an das Programm der speziellen Relativitatstheorie, demzufolge alle Naturge- 
setze als Beziehungen zwischen Tensoren einer vierdimensionalen euklidischen Mannigfal- 
tigkeit darstellbar sein miissen, was ihre Invarianz gegeniiber der LoRENTZ-Gruppe zur Folge 
hat. Die MAXwELL-Gleichungen der Ruhe besitzen diese Eigenschaft von Hause aus, die 
Materialgleichungen der Ruhe muBten erst geeignet erweitert werden. Nun _ brauchen 
wir nur noch die Transformations-Formeln fiir Strom- und Ladungsdichte, um die zunachst 
im mitbewegten System vorgegebenen Werte in das Laboratoriumssystem tibeitragen zu 
kénnen. Mit der gleichen Vernachlassigung von (v/c)? gegeniiber der Einheit lauten sie: 


t=47-F 0 Ue} 
, Uy) 
ee air el oh 


(3) 


(4) 


Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen soll zunachst der stationare Zustand im Falle 
eines raumlich und zeitlich konstanten Magnetfeldes 


, Bo = (0; Bo; 0) 
behandelt werden. Die Fliissigkeit bewege sich in der x-Richtung, d. h. 
Bie—(8(7)5 05.0) 

mit 72 = y? + 2. Die Anordnung soll in x-Richtung sehr lang sein gegeniiber den Dimensionen 
in y- und z-Richtung, so da8 wir ein ebenes Problem haben, also = 0) setzen onan AuBer- 
dem interessiert nur der stationadre Zustand der Bewegung, so da8 wir auch ae oO setzen 
diirfen. 

Es gilt also nach (1) (bei Fortlassen der Striche): 


LOL OO cor dlv O = 01; (5) 
LOU) =i, © IVE D0, 
Aus (5) folgt: 


© = —gradV ; 
dabei ist 
&, = we — Ons 
Ox 


Zufolge der LorENTztransformation gilt: ©, = ©, und nach (2) i, =o ©; also 


i, = 0. 
Damit ist 


und nach (4) 


176 W. ENGL: Relativistische Theorie des induktiven DurchfluBmessers Dhara 


Wahrend wir bisher tiber die Art des strémenden Mediums keine Festlegungen getroffen 
haben, nehmen wir im folgenden an, die Fliissigkeit sei dielektrisch. Wom mitbewegten 
Beobachter aus gesehen ist dann die Raumladung 0’ = 0 und auBerdem ist der Leitungs- 
siroma=.0. 


Aus (6) und (4) folgt: 
0-20! MUNG tien 
so daB die Gleichungen (5) sich vereinfachen zu: 
ror G =o eae 
fot: Dire Omer diy oi Ox, 


3. Ableitung der Differentialgleichungen der Potentialfunktionen 
und Grenzbedingungen 
Die Gleichungen (7) sind nun bei Benutzung der Materialgleichungen (3) zu integrieren. 
Zu diesem Zweck schreiben wir 
© =—gradV.. und .§ =—gradW, , (8) 
und damit 
S = m (— grad W + xv x grad V), 


D = —egradV —x mv X gradW. 
Durch Divergenzbildung nach (7) folgt: 
AV = —~" div (vp x grad W) = —“" grad W rot v, | (0) 
é é 9 
AW = x div (v x grad V) =x grad V roth. 


Wir haben also ein System von zwei gekoppelten Gleichungen fiir die Potentiale V und W. 
Die Symmetrie dieser Gleichungen zeigt, da sowohl bei vorgegebenem Magnetfeld eine elek- 
trische Feldmessung als auch bei vorgegebenem elektrischem Feld eine Magnetfeldmessung 
moglich ist. 

Da wir uns eine raumlich konstante Induktion %, vorgegeben haben, wird man zweck- 
maBigerweise 


grad W = —— + grad w , (10) 
schreiben und erhalt somit 
AV = ~ %, rot » — “* grad w rot v | 
€ é 


(11) 
Aw =xgradVroty. | 


Wir wissen, daB grad V von der Ordnung v/c ist. Damit wird Aw von der Ordnung (v/c)? 
oder 
Aoi "0 ; (12) 


wodurch die Kopplung zwischen © und § aufgehoben ist. Wegen w = My im ganzen Raum 
ist die Lésung von (12) w = 0, es bleibt also schlieBlich: 


% E GDN 
AV =~ Brot» = (1) oq, ne: (13) 
Ehe wir uns der Integration von (13) zuwenden, wollen wir den Fall der leitenden Fliissig- 
keit behandeln. Dazu kniipfen wir an die Gleichungen (5) und die daraus abgeleitete Kontinui- 
tatsgleichung des Stromes 


divi = div(o b) + odiv (© +» x 8) =0 (14) 
an. Wir schreiben: 
© =— grad VV -und -% = rot Q. (15) 
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Bei Verwendung der Materialgleichungen (3) wird: 


o = div D = —eAV + x div (v x rot A), (16) 
(OU) == + tot rot 9 — x rot (v x grad V). (17) 
0 


AuBerdem ist, wenn wir eine inkompressible Flissigkeit, gekennzeichnet durch div» = 0, 
annehmen: 
div (0b) =edivy + bgrado =o, 


da — =o und v, = v, = 0 sind. Aus (14) folgt dann: 


A Voediv(b* xX rot 2) 2 (18) 
Bei Einsetzen in (16) bekommt man: 
0 = — & div (v x rot A), (19) 


also eine von Null verschiedene Raumladungsdichte. Zwar ist es befriedigend, da8 in sie 
nicht die Dielektrizitatskonstante des Leiters eingeht, also auf keinen Fall eine unendlich 
groBe Raumladungsdichte herauskommen kann, aber man sieht, zumindest vom Standpunkt 
des mitbewegten Beobachters aus, gar keinen physikalischen Grund, dem Leiter eine Raum- 
ladungsdichte zuzuordnen. Aus 0’ = 0 folgt aber nach (6) @ = 0, so daB ein Widerspruch zu 
(19) entsteht. 

Das ist jedoch nicht sehr beunruhigend, denn wenn man eine FeldgréBe mit @ bildet, so 
kommt dafiir nur eine Stromdichte ev in Frage, diese ist aber von der Ordnung (v/c)? und 
kann daher vernachlassigt werden. Wir haben also zwar eine nicht verschwindende Raum- 
ladungsdichte im Leiter, jedoch sind deren Wirkungen vernachlassigbar klein, und damit 
sind im Sinne unserer Naherung alle Folgerungen aus den Gleichungen richtig. Die Wurzel 
dieses Widerspruches ist darin zu suchen, da die MAxweELL-MInKowskI-Gleichungen nicht 
exakt richtig sind, wenn die Geschwindigkeit des bewegten Mediums selbst eine FeldgréBe 
ist. Um widerspruchsirei zu sein, mite man die Gleichungen einer LORENTZ-invarianten 
Elektro-Hydrodynamik formulieren. Nebenbei bemerkt tritt eine nicht verschwindende 
Raumladungsdichte in derselben Gestalt auch auf, wenn man die Rotation eines starren 
Leiters, z. B. die Induktion einer Unipolarmaschine nach MAXWELL-MINKOWSKI behandelt. 

Aus Gleichung (17) erhalten wir: 


ra rot rot Yi —o (v x rot MU) = x rot (» x grad V) —ogradV. (20) 
0 
Aus den Gl. (18) und (20) errechnen sich V und Y. Setzt man entsprechend (10) 


rot 9 = $B) + rota, (21) 
so folgt aus (20) 


rot rot a = # fy rot (v x grad V) + o My (v X By + » Xrot a — grad V) , 


woraus ersichtlich wird, daB rot a wie grad V von der Ordnung v/c ist. Bei Vernachlassigung 
von Gliedern hoherer Ordnung erhalt man also hieraus sowie aus (18): 


rot rota = 6 My (v xX B — grad V) , (22) 
AV =-&, rot b. (23) 


Diese Gleichungen entsprechen (12) und (13). Denn fiir o 0 wird aus (22) rot rota =o 
und daraus rot a = — fy grad w; man vergleiche hierzu auch (10) und (21). Durch Divergenz- 
bildung wird schlieBlich Aw = 0, so daB also (22) in (12) iibergeht. Durch Vergleich von (23) 
mit (13) sieht man folgendes: 

Es geniigt, den Fall der dielektrischen Fliissigkeit zu behandeln; durch den Grenziibergang 
€ ->0o kénnen wir dann die Lésung fiir die leitende Fliissigkeit spezialisieren. 
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AuBerhalb der Fliissigkeit gilt fiir V: 
AV = Oo (24) 


Nun brauchen wir noch Grenzbedingungen fiir die elektrische Feldstarke und Erregung. Wir 
wollen auch hier sogleich die LorENTZ-invarianten Formulierungen dreidimensional hin- 
schreiben, ohne auf ihre Herleitung einzugehen. An der Grenze zweier Medien miissen sich die 
Tangentialkomponenten von , 


E+vxB und H—vx, 


sowie die Normalkomponenten von 
SS bx (und Deyn G 
c c 


stetig verhalten, der letzte der vier Ausdriicke nur bei verschwindender Oberflachenladung 
und verschwindendem Oberflichenstrom. Diese Stetigkeitsforderungen gelten fiir ein be- 
liebiges System, in dem sich die Grenzflache einschlieBlich ihres rechtsseitigen und links- 
seitigen Randes mit der Geschwindigkeit ») bewegt. In dem von der Grenzflache mitgeftihrten 
gestrichenen System ist ) = 0, so daB in ihm die bekannten Grenzbedingungen der klassischen 
MAXwELL-Theorie gelten. 

In unserem Falle ist nun die Grenzflache verschiedener Medien gleichzeitig die Grenze der 
gegeneinander bewegten Systeme. Da die Geschwindigkeit stetig mit dem Werte Null durch 
die Grenzflache durchtritt, ist das Ruhsystem identisch mit dem von der Grenzflache mit- 
gefiihrten System, und es gilt Stetigkeit der ungestrichenen GréBen Giz, Hig, Bz und Dp. 

Beachten wir noch, daB an der Rohrwand 
tI OV 


Wola, =e VS, = SS 
Cale § 2 ana G be, = 


iiber wm integriert werden kann, da die Grenzbedingungen unabhangig von @ sind, und daB 
ein Sprung von ®, nur auftreten kann, wenn auf der Grenzflache wahre Oberflachenladung 
sitzt, wogegen bei unserem Problem nur freie Ladungen auftreten kénnen, so erhalten wir 
als Grenzbedingungen 
V; == Ve 43 
a = Dw fur fea (25) 


4. Integration fiir ein Rohr von kreisf6rmigem Querschnitt 


Da das Potential V unabhangig von « sein mu8, kommen wir mit ebenen Polarkoordinaten 
vy und » aus. Die allgemeinste Losung der Potentialgleichung lautet in ihnen 


— LANG at 
V(r, 9) = Dh (*) (C, cosng+Cxsinng). 
Das Potential im AuBenraum muB fiir 7 oo verschwinden, der einfachste Ansatz ist also 
Ve o sing . (26) 


Fiir das Potential im Innenraum brauchen wir neben der allgemeinen Lésung der Potential- 
gleichung, die jetzt fiir 7 0 singularitatenfrei sein muB, noch ein partikulares Integral der 
Gl. (13). Der einfachste Ansatz ist also 
V,=C,rsing + g(r) sing. (27) 

Da fiir die Erfiillung der beiden Randbedingungen (25) zwei Konstanten zur Verfiigung 
stehen, besitzt dieser Ansatz fiir V, und V; die erforderliche Allgemeinheit. 

Wir setzen jetzt den Ansatz (27) in Gl. (13) ein und erhalten eine Differentialgleichung 
fiir g(r) 

€ 


” ae 1 d 
gp’ +—¢ —Re=(—2)B 2. 


7 &; dy 
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Durch den Ansatz 
g(r) =(1— *) Byr ily 
& 


1aBt sich diese auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir u(r) = h’(r) zuriickfiihren: 


3 ea ray 


Thr Integral 


Y 


EM fai = fas dr 
wird durch partielle Integration: 


Uv 2; 
a [era 


Y Vi 


n= | ar—[ Zar [or ar’. 
Vv 7 


Durch nochmalige partielle Integration des ersten Gliedes 


[ae r dr = — [ vv'ar + Sar for dy’ 
7 if 7 
folgt schlieBlich 

he) =, [amr vr) a =, (28) 


u(r) ist die mittlere Geschwindigkeit des Profils im Abstand 7 von der Rohrmitte; v(a) = v; 


damit ist és Bae lee 
Vi= Cor +(1—2) Pa #0) SIN — . (29) 


Durch Einsetzen in die Randbedingungen (25) erhalten wir zwei Gleichungen zur Bestim- 
mung der Konstanten C, und C,. Nach ihrer Lésung lauten die Potentiale: 
v= (( 2) Slee) af By sin p 


2 €j + &q 


(30) 


a = 
-— Busing. 


Die Potentialdifferenz oder Spannung zwischen zwei beliebigen Punkten des Kreisumfanges 
errechnet sich aus dem Linienintegral der Feldstarke oder, nachdem diese ein Potential hat, 
einfach aus der Potentialdifferenz: 


U = f 6dr =—fdr- grad V, = — fav, = VV 
Ye . = 
= + —y B, (asin 9, — @ sin 2) (31) 
Hae <i 
Ej — & 


vy By (2 — 22) . 
aes o ( 

Im Maximum ist also mit d = 2a 

& — Eo — 


heres = é Uv By d (32) 


av €a 


Fiir die leitende Fliissigkeit erhalten wir durch den Grenztibergang ¢,; oo folgende Ergeb- 
nisse: 


Y= Oe aprsin gy, | 


az 


§ By sin os | (33) 


77 
Ca J 
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In beiden Fallen ist die induzierte Spannung proportional der mittleren Geschwindigkeit, 
also dem Durchflu8, unabhangig von der Form des Strémungsprofiles, wenn man von dem 
EinfluB der Querbewegung bei turbulenter Strémung absieht. Im Falle des Leiters hangt 
die Spannung von der GréBe der Leitfahigkeit nicht ab, bei dielektrischen Medien ist sie der 
Suszeptibilitat proportional. Ware dem nicht so, dann kénnte man ,,Vakuum“ durch das 
Rohr blasen, und es entstiinde eine Spannng. SchlieBlich berechnen wir noch die Ober- 
flachenladungsdichte an der Rohrwand. Wahre Ladungen treten wegen der Stetigkeit der 
Normalkomponente von ® weder an der Grenzflache zweier Dielektriken, noch an der Grenz- 
flache zwischen Dielektrikum und Leiter auf. Dagegen gibt es freie Ladungen, gegeben durch 
die Flachendivergenz von $f. 


Esast; 
op = — Div % = — Div (D—«, G), 
= €o Div & cod Eo [Go ie GM}, _ a? (34) 
ot Spr SK os 0 — : 
op = H(t =) 99 By sin p 
und bei leitender Fliissigkeit 
Or = &v Bysinep. (35) 


Aus der Oberflachenladung folgt jedoch wegen v(a) = 0 kein Réntgen- bzw. Rowlandstrom 
Fiir die leitende Fliissigkeit berechnen wir noch die Stromdichte. Sie hat die Richtung senk- 
recht zur Geschwindigkeit, liegt also in der Querschnittsebene. Ihre Komponenten sind: 


i, = 6 (CM + v7) By sing) =1,, 
ip = 0 (C + v(7) By cos gy) = ig. 


oe 


Die Identitat dieser Komponenten in beiden Systemen folgt unmittelbar aus der Transfor- 
mationsformel (4). Es ist 

divi 0 
nach Gl. (14), und 


; . d 
roti =o (rot 6 + rot v x Bp) =o By—cosp +0. 
v 


Die Stromlinien sind also im Inneren geschlossene Kurven, da sie wegen Divergenz i gleich 
Null nirgends entspringen kénnen. Im Inneren des Leiters flieBen demnach Wirbelstréme. 

Es ist sehr befriedigend, daB die Relativitatstheorie aussagt, daB die 
SN Wirbelstréme auch vom mitbewegten Beobachter aus erscheinen, sind 


sie doch an die bewegte Materie gebunden. 
Nachdem wir das Grundsatzliche des Problems behandelt haben, 


fallt es uns leicht, die Lésung fiir die folgenden beiden Aufgaben an- 
WO zugeben: Eine Fliissigkeit stréme: 
~ 


1. durch ein dielektrisches Rohr, 


Bild 3. hnitt Mea 
ahh Bie a ae 2. durch ein an der Innenwand isoliertes Metallrohr. 


Beide kénnen wir in einem erledigen, wenn wir den in Bild 3 skizzierten allgemeinen Fall 
betrachten, wobei nur das Medium mit ¢ = ¢; stréme. Wir kénnen sogleich folgenden Lésungs- 
ansatz anschreiben 


Vr=iCyr 4 ( - =| By -- a(n)| sing , 


5 


V,,= [e+ Cy | sin @ , 
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Die vier Konstanten bestimmen wir aus den Randbedingungen 


ee =~ Ve fiir y= a: bes is Ve fiir =f 
Di Af Dim u = 4; Hm wm axa) ur 7 = 0, 
und erhalten die Ergebnisse 
u(r) —v 2(€q — Em) — b2(eg + &») 
Ve a 2 WO) ON 5 a? (€g — E») 1 * 
: ( &j 2 a? (Eq — Ew) =e) Piles + Ep) (€; + €,,) is co) af j Po oe re 
2 2 
ewe ( Ea + Em : b a*(Eq — Ey) (€§— 0) ayes : 
cs Eqa—Em 1] a? (Eg — Em) (€;— Eq) —02(€q + Em) (€j + Emm) ete? t ( 
y b2 2 a em (€; — &) ~ : 
Vee wy ae : : m \4 0 v B n ; 
¥ — aP(&g— Em) (€; —Ep) —O(Eg + &m) (Ej + Ey) Jaokgs 
aoe, iP 
Ce a a en) Pa Fo) (é; ind 2) vB 0 a. 


ae, Em) (4 — Eq) —O*(Eq + &m) (€j + Em) 


Den Fall des dielektrischen Rohres erhalten wir nun durch den Grenztibergang €, > &9 (,, wird 
nachtraglich in ¢, umbenannt): 


i 1) Se u(r) imi a*(Eo 7 Gq) ——102 (Epis Sy) 4 =) : 
( ‘mani a?(E9— Eq) (&; — &a) —O7(E9 + €a) (Ej + €a) (e;—&) 0; Borsing , 
(Ep ae Ea) (e ej — &) 


€ ch Sa =| oP ; 
= . ——- Se a Dy PSI Oo 
fo —&_ 1} a(ey—eq) (€j— eq) —0%(Ep + Ea) (Ej + &) 0 ie 


xe awe b? tithe 2 a&,q (€ — £0) 
Y a (ey—Eg) (&§ —Eq) — b? (eq + &,) (€; + Eq) 


v Bysing , 


os : 
U ee ee b, 2 


max — aE, a) (e;—€q) b(E + Eq) (€; + €g) 


Durch den Grenziibergang e, —0o erhalten wir die Ergebnisse fiir das isolierte Metallrohr 
beliebiger Wandstarke. Denn das Potential ist im Metallrohr und im AuBenraum identisch 
Null, so daB der AuBenradius des Rohres nicht in die Rechnung eingeht. 


rely %)\—3 Ee) 
: ae (( 2 2 a? (6; —&,,) —B(e; + Em) i By ee 
a v a*(e; — &) = : 
Vacs) Hej — ey) Petey) 07 INP» (38) 
V0; 
== he pa 
Diy, aoc eel 


bisa a? (€;— &,) —b2(e; + E,) 

Der zuerst gerechnete Spezialfall (30) ist in der allgemeinen Lésung (37) natiirlich auch 
enthalten, und zwar als Grenzfall b >oo. Durch den Grenziibergang ¢;->0oo kénnen wir 
schlieBlich in jedem der Falle die Ergebnisse auf eine leitende Flissigkeit spezialisieren. Es 
ist dann stets 

Oa = v Bo a . (36a) 

Es wird natiirlich nichts dariiber ausgesagt, nach welcher Beobachtungszeit z. B. bei 
einem schlechten Leiter der stationére Zustand erreicht ist und tats&chlich das Ergebnis 
nach (36a) gemessen wird. Dariiber erméglichen erst die Ergebnisse der Theorie fiir periodi- 
sches Wechselfeld eine Abschatzung. 


5. Lésung fiir periodisches Wechselfeld 
Die bisher angegebenen Lésungen beschranken sich auf ein Gleichfeld. Um Schwierig- 
keiten durch Elektrodenpolarisation und Gleichspannungsverstarker zu vermeiden, wird in 
der Praxis jedoch meistens ein wechselndes Magnetfeld angewendet. Man mu8 dann die 
Elektrodenzuleitungen so legen, da8 keine Schleife entsteht, in. die bei ruhender Fliissigkeit 
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eine Spannung induziert wird. Da aber beide Effekte von sehr stark unterschiedlicher GréBen- 
ordnung sind, ist es nicht einfach, die Spannung der Ruhe bis auf einen hinreichend kleinen 
Rest zu kompensieren. Man versucht daher durch eine phasenabhangige Gleichrichtung die 
Stérspannung noch weiter zu unterdriicken, denn die Spannung der Ruhe und der Bewegung 
sollen wegen der Proportionalitat zu 8 bzw. B um a/2 phasenverschoben sein. Im folgenden 
wird gezeigt werden, dab diese Behauptung nur in einem Grenzfall richtig ist. 
Wir gehen zuriick auf die vollstandigen Gleichungen (1) (bei Fortlassen der Striche) und 
erfiillen die ersten beiden durch 
ie TOL le, (39) 


© = — grad V—Y. (40) 


Weiter folgt aus rot § = ® +i, wenn man ® und ij aus den Materialgleichungen einsetzt, 


~ rot rot 9 — x rot [b x (grad V + 9) ] 


Mo 


=—(e 5 +e). (grad V + 9) 4 ( z a) (0 xrot 9) (41) 


und durch Divergenzbildung die Kontinuitaét von Leitungs- und Verschiebungsstrom div 
(D + 1) = 0 (eine Unterscheidung zwischen Leiter und Dielektrikum entfallt), also: 


(549) (AV + div Ml) = (x5 +a) div (v xrot 9) (42) 


Durch (41) und (42) ist das Problem bis auf die Eichung des Feldes bestimmt, d. h. man 
kann die Potentiale noch einer weiteren Bedingung unterwerfen. Es sind zwei verschiedene 
Forderungen an div YX gebraéuchlich: Die CouLomB-Eichung div 2{ = 0 und die relativistisch- 


invariante LorENTz-Eichung div 2{ = — = V. Mit dem Ansatz 
Cc 
UW = Ay +a, (43) 
wobei %) von der Ordnung 1 und a von der Ordnung — ist, wird bei Lorentz-Eichung 
Cc 


1 


div A, =o und diva=——V. (44) 
c 
Gl. (41) kann man dann aufspalten in 
3 “ 
rot rot Wy + bo (« ras “| YW = 0 (45) 
und 
1 0 Nee 
—rot rot a + (« — + o) a 
Mo at 
=—(e -+ o) grad V + (« < + 6) (b x rot Ql) + x rot (v x Uo) ; (46) 
In Gl. (42) wirkt auf das Skalarpotential der fiir die Wellengleichung charakteristische Quadrat- 
Operator [] = A — acer 
P eer Brat 
a ery 0 : 
(« es -} a) (4 V— 5 ’) = (« ar °| div (v x rot M5) . (47) 


Die Gln. (43) bis (47) sind die allgemeinsten Ausgangsgleichungen fiir die Integration dieses 
und ahnlicher Probleme der Elektrodynamik bewegter Medien. Sie verallgemeinern die 
Gln. (10), (11) und auch die Gln. (21), (22), (23). 

Nun spezialisieren wir auf den Fall periodischer Zeitabhangigkeit, setzen also den Operator 


= =jw. Dann wird der Quadrat-Operator [] = A + (w/c)?. In dem bei unserem Problem 


rae 1 
auftretenden Frequenzbereich ist < <— , 80 daB (w/c)* zu vernachlassigen ist gegeniiber dem 
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LapLace-Operator, der ein zu rv? proportionales Glied enthalt. Diese Vernachlassigung ist 
gleichbedeutend damit, da wir die LorENtTz-Eichung durch die CouLomB-Eichung ersetzen. 
Das ist keineswegs bedenklich, da wir keine Invarianz mehr brauchen (2{ und V miissen keinen 
Vierervektor bilden) und nur periodische Zeitabhangigkeit untersuchen. 

Ohne Bezeichnungsanderung wollen wir unter den Feldgr6éBen weiterhin die komplexen 
Amplituden verstehen, schreiben also fiir Gl. (47) 


AV = ~~ div (v xrot %) , (48) 
mit der in der Theorie der Optik absorbierender Medien wohlbekannten komplexen Dielektrizi- 
tatskonstanten e* und Suszeptibilitat x* 

oO 


gee und ae eo: 
jo vo) 


Ebenso schreiben wir fiir (45) die Wellengleichung 
AX, — kU, = 0, (49) 


wobei die komplexe Wellenzahl k* gegeben ist durch die Dispersionsbeziehung 


* 2 
ea Need Pca oe 
Eq C 


AuBerhalb der Fliissigkeit gentigt 2) ebenfalls einer Wellengleichung mit 


= =. (2) <5, 


0 c 


so daB wir setzen diirfen 


71a om (50) 
Eine Abschatzung fiir k*? innerhalb der Fliissigkeit ergibt 
LY — 76 My @ UEC R Mtoe see ke eeaO ile 
peal? age (2) =éew:—jouwo fir 10%>¢>10% (e7) 
Ace E oS EN aay (2y fir @=— 10 410m 
i £0 \é 


Denn der erste Summand ¢/é) ist von der GroéBenordnung 10° bis 10? und fiir »y = 50 Hz ist 
im zweiten Summanden wé ~3:-10°[Q2m]7+. Einige Beispiele aus den verschiedenen 
Leitfahigkeitsbereichen sind in der folgenden Tabelle angegeben: 


6 in [2 m]-? &/€y 
Quecksilber eee hOnS 
konzentrierte Schwefelsdure Tesh 84 
Leitfahigkeitswasser Teo ee 81 
Essigsaure lige Oreo 6,3 
Nitrobenzol te Ost 36 
Clophen tO me 5 
Benzol ilo BOR | D 

Dem Betrage nach ist 
1 0 
Aare 10"* 


|k*?| Yo My w 
cae Wie tO ee alo" 


Y 


ee| <> fir o<10°%. 


184 W. ENGL: Relativistische Theorie des induktiven DurchfluBmessers Pe ioveiet 4 


Fiir Elektronenleiter wie Quecksilber ist also k** nicht gegen 1/r? zu vernachlassigen. 
Wegen (51) geht dann die hyperbolische Wellengleichung in eine parabolische Differential- 
gleichung fiir 2 iiber. Fiir Ionenleiter und dielektrische Fliissigkeiten ist k** gegentiber 
1/7? vernachlassigbar klein, so daB auch im Inneren Q, der Potentialgleichung A‘) = o 
geniigt. Der physikalische Grund dafiir, da8 einzig bei den Elektronenleitern Y%) nicht der 
Potentialgleichung geniigt, ist darin zu suchen, daB die-aus der Theorie der Wirbelstréme 
bekannte Eindringtiefe 


ae _j7em va fiir Hg 
Olly 70 mS a~~ fir H,s0, 


bei Ionenleitern bereits sehr groB gegentiber dem Radius des durchstrémten Rohres ist, und 
nur bei Elektronenleitern in der gleichen GréBenordnung wie dieser, so daB die Wirbelstréme 
% beeinflussen kénnen. 

Wir wenden uns zuerst der Lésung der Potentialgleichung (50) fiir den AuBenraum zu. 
Einmalige Integration liefert 


rot YU) = B, 
und nochmalige Integration 


M4) = — (By x1) . 


Fiihrt man in der zu %, senkrechten x, z-Ebene Polarkoordinaten 7, y ein, so hat also QI‘) 
nur eine y-Komponente. 
Im Innenraum machen wir entsprechend (43) fiir 8 den Ansatz 


8 = rot Y= rot A, + rota, 
=8+b. 


Als Randbedingungen haben wir wieder Stetigkeit von %,, und $,, zu fordern. Da am Rande 
b = 0 gilt, ist uw = ¥%, so daB die Randbedingungen lauten: 


Bo, = 8, +b,; 
Bote ma Bre ue Dig 

Daraus folgt Stetigkeit von % selber: 
»= Eth Te pee a 


fiir 7= 4. 


was wir aufspalten kénnen in 
$=B, und bo firr=a. (52) 
Aus der Wellengleichung (49) folgt durch Rotationsbildung 
| rot rot 8 —k*2 BY =o 
und wegen div 8 = 0 auch 
ABS — k*2B=o. (53) 
Fir Ionenleiter und dielektrische Fliissigkeiten geht, wie erwahnt, diese Wellengleichung 


in die Potentialgleichung tiber. Es ist dann auch im Innenraum % eine Potentialfunktion mit 


den Randwerten %y. Wegen der Nichtexistenz eines Maximums oder Minimums mu8 daher B 
identisch B, sein. 

Nun suchen wir noch Lésungen der Gl. (53) fiir den Fall der Elektronenleiter. Dazu machen 
wir den Ansatz: 
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Separiert man diese Gleichung in Polarkoordinaten, so erhalt man fiir die g-Abhangigkeit 
Exponentialfunktionen und fiir die y-Abhangigkeit Besselfunktionen. Die zur Erfiillung der 
Randbedingung (52) normierte m-unabhangige Lésung lautet: 


n To WV—5 oy @ +7) 
Soper — 9 
© Jy (VF o ty @ - a) 


Mit der aus der Theorie des Skineffektes bekannten Riickfiihrung der komplexen BEssEL- 
funktion 


To W--7 #) = I(x) - ef 


auf die reellen, tabellierten [11] Funktionen J,(x) und ®,(x) erhalten wir 


§ — y,- LWeme-” . ile, Vans) —0, Vamo-<)] 
I (Vo Ho B a) 
Es andern sich also sowohl die Amplitude als auch die Phase der magnetischen Feldstarke 
im Inneren der Flissigkeit in Abhangigkeit vom Radius. 
Nachdem nun die magnetische Feldstarke § bzw. rot 2) in allen Fallen vorliegt, konnen 
wir die Differentialgleichung (48) integrieren. Wir haben im Innenraum 


oor = v(v)- By sing fiir Ionenleiter und dielektrische Fliissigkeiten 
Crees, 
’) 


* eS eR 

aS Z v(7) Jo (V- JohoO*"! |. B, sing fiir Elektronenleiter 
e* dy Te V3 O [lg @ -a) 

und im AuBenraum 


AV 


~ 


AV = 0. 


Aus der Kontinuitatsgleichung div (D +i) =o folgt die Stetigkeit von (D +i), an den 
Grenzflachen. Setzt man # und i aus den Materialgleichungen unter Beachtung von b(a) = 0 
ein, so bedeutet das Stetigkeit von e* ©,. AuBerdem gilt wie friither Stetigkeit von ©,,, so 
daB die Randbedingungen lauten: 


V; == WA; 
-aV;__ evar «=Ciftir r= a. 


Boy Ee oy" 


tg? 


Vergleicht man diese Beziehungen mit den entsprechenden Gln. (13), (24) und (25) im 
Falle des magnetischen Gleichfeldes, so findet man véllige Ubereinstimmung bei Ionenleitern 
und dielektrischen Fliissigkeiten, wenn man x/e durch x*/e* ersetzt, und bei Elektronen- 
_ Jolk* 7) 

Jo(h* a) 

Um die jetzigen Amplitudenfunktionen zu erhalten, brauchen wir also nur an den friiheren 
statischen Lésungen diese Substitutionen durchzufiihren. Da bei der Integration im Abschnitt 4 
nichts iiber die Geschwindigkeitsfunktion v(v) vorausgesetzt wurde, kénnen wir sie tiberall 
durch eine neue Funktion von 7 


leitern, wenn man auBerdem v(7) durch v(7) ersetzt. 


Jolk* 7) 
Jo(k* a) 
ersetzen, ohne den Ablauf der Integration zu stéren. An Stelle von v(7) erscheint dann in der 
_ Solk* 1) 
To(k* a) © 
Aus der Abschatzung (51) folgt auBerdem 


w(v) = v(7) - 


Lésung w(7) = v(r) 


oe 1 A ibe Gay Seat) 
== 


| 
} 
| 
q 


fucLor= 10° 14 
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Im zwischenliegenden o-Bereich ist der Quotient eine komplexe Zahl. Der Wert 1 fiir groBe o 
steht in Ubereinstimmung mit Gleichung (23) fiir leitende Fliissigkeiten. Im Fall der rein 
dielektrischen Fliissigkeiten sind die jetzigen Amplitudenfunktionen der FeldgréBen direkt 
gleich den friiheren statischen FeldgréBen. 


Von praktischem Interesse ist nun die Spannung U,,,,,, zwischen den Elektroden, die sich 
an diametralen Oberflachenpunkten der Fliissigkeit befinden. Sie ist dem DurchfluB v pro- 
portional fiir alle Fliissigkeiten, ausgenommen fiir Elektronenleiter. Es ist namlich nur dann 


w(a) ~ v(a) =v, wenn in dem zu Gl. (28) analogen Integral f2a7- u(r) + Jo(k* 7) - dr die 


BessELfunktion vor das Integral gezogen werden kann, also im Integrationsintervall o < 7 
<a unabhiangig von 7 ist. Das ist aber nur der Fall fiir |k* a| = Vo 08 = 2 ald<<€1. 
Fiir Elektronenleiter ist die Eindringtiefe 6 ~ a. Die Wirbelstré6me bauen das Feld im Innern 
ab und zerstéren die Proportionalitat zwischen Spannung und DurchfluB. Mit Ausnahme 
der Elektronenleiter gilt also 


U, = 0%: vB, (54) 


Max 


wobei der Proportionalitatsfaktor « bei fester Frequenz » = 50 Hz nur von der Geometrie 
und den Materialkonstanten abhangt und die folgenden Werte hat: 


id LOY 10." 9 => tome 
& =o (e*) fir 10°? >o > 10-1 (55) 
axp(e) fiir o< 1071, 


X» ist der Proportionalitatsfaktor von v By in Gl. (32) in dem vereinfachten Fall, daB der 
Raum aus nur zwei Medien bestehe, bzw. in (37) fiir den Fall des dielektrischen Rohres und 
in (38) fiir das isolierte Metallrohr. 


6. Diskussion der Ergebnisse 


Die Gln. (54) und (55) sind die Lésungen fiir periodisches Wechselfeld, die fiir den Prak- 
tiker von Interesse sind. Wir wollen sie daher noch diskutieren; Aus (56) folgt die Bestatigung 
einer zu Beginn des Abschnittes 5 vorweggenommenen Bemerkung: Nur in den Grenzfallen 
10? > o > 10-3 und o < 107}? ist « und damit auch U,,_,. reell, die Spannung der Bewegung 
also phasengleich mit 8, bzw. um a/2 phasenverschoben gegeniiber der in den Zuleitungen 


induzierten zu %, proportionalen Stérspannung. In dem groBen Leitfahigkeitsbereich zwi- 
schen 1071! und 107° [2 m]~? ist die Spannung der Bewegung um 


Im &(€}) 


Re Xo (€}) 


y = arc tg 


gegentiber %, in der Phase verschoben. 


Den Schaltvektor der phasenabhangigen Gleichrichtung darf man dann nicht in die Rich- 
tung von U,,,, legen. Sonst lage zwar der volle Betrag von U,,,,, an den Elektroden, aber 
die Stérspannung k6énnte nur bis auf den Rest U,,,,- sin y kompensiert werden, so daB fiir 
kleine y ein zu y proportionales Stérglied auftritt. Man mu8 den Schaltvektor in die Richtung 
von %, legen. Dann wird die Stérspannung vollkommen unterdriickt und an den Elektroden 
liegt die Spannung 


ir, =| oe al “COS, (56) 
= |a|¥ By cosy. 


Wir wollen den Verlauf von Betrag \a| und Phase y der Spannung als Funktion der Material- 
konstanten der Flissigkeit o und ¢; untersuchen. Um nicht durch weitere Parameter die 
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' 


Ubersicht zu verlieren, werden wir das a von Gl. (32) 


Op ==d - Jem 
&j + &g 
zu Grunde legen. Wie schon am Ende des Abschnittes 4 bemerkt wurde, ist das der Grenzfall 


des unendlich dicken dielektrischen Rohres (". oo). Den entgegengesetzten Grenzfall des 
a 


unendlich diinnen dielektrischen Rohres aad erhalt man ebenfalls daraus, wenn man 
a 


€, = & setzt. Fiir das dielektrische Rohr end- 10 
licher Dicke und das isolierte Metallrohr werden 
wir Formeln fiir Betrag und Phase der Spannung 
angeben. Setzen wir ¢;* in x, ein, so erhalten wir 


08 
“—J oe 
aad a 2 
Heh ined ogee 
(62) 06 
Cyt @ 
(€5 — &) (6 + a) + (=) —j — (4 + £o) | 
(6) (62) sal 
3/7) Bhhg 
(+e) +(2] 
04 
Daraus folgt 
jaf =4 
0,2 
o \2|2 o \2 . 
C — &) (€; + €a) + (=) -\- a (Eq + &)? 
(63) (60) 
- 2 ’ 
(e; + &)? + @ 
i 0 a -10 7) 8 x 6 HT nS 
10 10 10 10 10 40° (Qm}"40 
= (Eg + &) Bild 4. Betrag der Spannung Upay 
tg wp = Paria loles*)] Wmas| 
a) +e + (2) a abd 
@ fiir das dielektrische Rohr. 


In den Bildern 4 und 5 ist [I bzw. y als Funktion von o fiir drei verschiedene Werte von 
€,/E9 angegeben. Dabei wurde gesetzt » = 50 Hz und 
4 (Keramik, Steatit) fir? > 00 
a 


Eq 


sey 
©o 1 bea 
a 


Der Betrag der Spannung wachst monoton vom Grenzfall der rein dielektrischen Fliissigkeit 
bis zum Grenzfall der leitenden Fliissigkeit. Die Phase durchlauft zwischen den beiden Grenz- 


fallen ein Maximum, dessen Lage man aus < te y == 0 -erhalt: 


Cmax — /(e; a Eo) (é; = &;) , 


Eq + € 
tg Ymax = —<—> —<——_-* 
2 Ve; — £9) (€; + &,) 


Wie man sieht, ist ein diinnes Rohr sowohl hinsichtlich des Betrages als auch der Phase der 
Spannung giinstiger als ein dickes Rohr. 


Daraus folgt mit ae 

N =e, +e)+|2+2(=}| e+e) (teal +(2) le + |= + 
~sherltse ool pT bowels less 

~(>) eed) 
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zurtickgehen. Es ist 


Fiir das dielektrische Rohr endlicher Wandstarke 4 = b — a miissen wir auf das & aus (37) 


&q + |= oh a (=) (Eg + &) 
a 2a 


cole ted + | + 2 (2) lee +a) lf +40) 


ay? 


“(efron 


+(e) eelte) +[*+=(4) e+) creat +(Z)le+|- 


Street (4 ae (2 7 eh 
@M a D> a 


und mit 


va fe[fi(e} 


lo] = 


d 


h 1/h\2 
; ae =(o) 

a = d (6° — &>) : 
aE Seiler 

2 


N 


+ (4y Ve) fen + [2 +2 (4) (64+ eo" + 


2 


se errs aoe ba 
2 a @ a 


h 


30 (« ~~ £9) fen 
(o) | h 1 ( h y 
a Ey AF f 
(63) a Z a 

iis 


5 3 
A | (eg + &9) 


Fiir das Metallrohr mit einer Isolierschicht der Dicke h = b —a folgt aus (38) 


(57) 
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Um eine GréBenvorstellung von dem hier auftretenden Phasenwinkel zu erhalten, berechnen 
wir noch das Maximum: 


h h\2)\-1 h h\2 “- 
Onax 1G) VE =I - (=) (é; ae! fen = B = ~ (=) | (e; =f a) ’ 
h ty} RN 
Em + E ae +(4) (Em + €) 


toy a teat es 
JE Tesh 
a 2 a a Zz a 


Der Phasenwinkel ist um so kleiner, je besser die Isolierung, d. h. je groBer h/a ist. Die groBten 


Winkel treten auch hier fiir Fliissigkeiten mit kleinem ¢, auf. Fiir “* = 2 und eee 4 ist 


0 £9 
6 y h bs 
64 fr == = 10 
a 
YD nax ~ h 
Pye tit Sse 107", 
a 


Die Winkel sind also wesentlich gréBer als beim dielektrischen Rohr. 
Die Gln. (56), (57) und (58) erlauben es, Betrag und Phase der Spannung U. 
aus der gemessenen Spannung U. 


mar Und damit 


mess CN DurchfluB in jedem Falle zu berechnen. 
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Zur Berechnuné¢ der zeitlichen Entwicklung 
einer Townsend-Entladung 


Von 
J. BUsER, Aachen . 


(Eingegangen am 18, Februar 1961) 


Ubersicht: Es wird die Gesamtstromdichte in einer ebenen Funkenstrecke als Funktion der Elektronen- 
stromdichte an der Kathode und der Ionenstromdichte an der Anode beschrieben. Die erwahnten EinfluB- 
gréBen sind alle als bekannt anzusehen, bis auf die Elektronenstromdichte an der Kathode iiber positiven 
Zeiten. Fiir den Fall, da8 sowohl Photonen als auch Ionen Elektronen aus der Kathode auslésen, wird die 
Randbedingung an der Kathode dazu benutzt, eine Naherung abzuleiten. Sie ist als Mittelwertskurve aufzu- 
fassen, um die die tatsachlich vorhandene Elektronenstromdichte an der Kathode standig pendelt. Fiir t ~ oo 
verschwinden die Abweichungen ganz. Diese Eigenschaften hat die Naherung unabhangig davon, ob auch 
noch durch Beeinflussung der Kathode von aufBen eine konstante Fremdstromdichte verursacht wird, oder 
ob sie fehlt. Zur Zeit ¢ = o diirfen die Verteilungen der Elektronen- und Ionenstromdichten beliebig sein. 


1. Einleitung 
Der Rechnung liegen folgende Voraussetzungen zugrunde: 


1. Die Gasstrecke wird von zwei ebenen Elektroden begrenzt (v = 0: Kathode, x = d: 
Anode), von denen angenommen wird, da8 sie unendlich ausgedehnt sind. An ihnen hegt 
eine Gleichspannung beliebiger GroBe. 

2. Von allen Prozessen, die im Gasvolumen elektrisch geladene Teilchen bilden oder ver- 
nichten, wird nur die Ionisation durch Elektronen (a — Ionisation) beriicksichtigt. 

3. Die Nachlieferung von Sekundarelektronen erfolgt an der Kathode und zwar sowohl 
durch Lichtquanten (y-Effekt, Absorption vernachlassigt) als auch durch Ionen (y,-Effekt). 
AuBerdem wird eine konstante Auslésung infolge Einwirkung von auSen (Fremdstrom- 
dichte S,) zugelassen. 

4. Merkliche Verzerrungen des homogenen elektrischen Feldes sollen nicht auftreten 
(keine Raumladung). Die Geschwindigkeiten der Elektroden v_ und Ionen v,, sowie die 
GréBen, die die Bildung von Elektronen kennzeichnen (y, y; und «), andern sich nicht. 

5. Im Nullpunkt der Zeit sollen irgendwelche beliebigen Stromdichteverteilungen der 
Elektronen s_(x, 0) und Ionen s(x, 0) vorhanden sein. 

Unter den erwahnten Voraussetzungen ist es grundsatzlich méglich, den genauen Verlauf 
der Stromdichte anzugeben [1]. Die Ergebnisse sind aber so kompliziert, daB eine praktische 
Auswertung — vor allem fiir groBere Zeiten — kaum moglich sein diirfte. Es liegt daher nahe, 
eine handliche Naherung zu suchen, die trotz einfachen Aussehens die wesentlichen Eigen- 
schaften der Stromdichte richtig wiederspiegelt. 


2: Die Gesamtstromdichte als Funktion von Stromdichten an den Elektroden 


Zur Gesamtstromdichte tragen die Elektronenstromdichte s_(x, ¢), die Ionenstromdichte 
s(x, ¢) und die Verschiebungsstromdichte bei. Da der raéumliche Mittelwert der Verschie- 
bungsstromdichte — wegen der Konstanz der Linienintegrale der elektrischen Feldstarke — 
verschwindet, gilt die bekannte Gleichung 


d d 
s(t) = ;/ s_(%, t) dx + q | s+ t) dx , (1) 
die die Gesamtstromdichte als Funktion der Teilchenstromdichten angibt. Diese wollen wir 
auf Stromdichten an den Elektroden zuriickfiihren. 

Diejenigen Elektronen, die zu einer Zeit ¢ an einer Stelle x sind, verlieBen die Kathode 
im Augenblick ¢ — x/v_. Demnach ware s_(x, t) =s_(o,t— x/v_), wenn sich die Elektronen 
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nicht durch andauernde «-Ionisation vermehren wiirden. Es laufen jedoch die neu gebildeten 
Elektronen mit ihren Erzeugern weiter und schaffen ebenfalls Ladungstragerpaare. Dadurch 
entsteht im homogenen Feld das bekannte exponentielle Anwachsen der Elektronenzahl, 
und man erhalt die Gleichung 


Sty) 2=)S2(0; Fave) be 5 (2) 


die die orts- und zeitabhangige Elektronenstromdichte durch die nur zeitabhangige Elektronen- 
stromdichte an der Kathode ausdriickt. 

Da wir eine Beschreibung der Stromdichten nur fiir ¢ = o anstreben, diirfen wir im Gebiet 
negativer Zeiten sinnvoll erscheinende Vorschriften machen, und zwar so, daB (bei gleicher 
Spannung wie nach ¢=0) bis zum Augenblick t =o die Ausgangsverteilungen gebildet 
werden. In einem bestimmten Versuch kann die Erzeugung ganz anders geschehen, was im 
Hinblick auf die Rechnung belanglos ist. Aus (2) ergibt sich ohne weiteres (¢ = 0) eine Elek- 
tronenstromdichte an der Kathode im Bereich — d/v. St So: 


Sz(0,=—WvL = se (4 0) ee, O= 6s 65 (3) 


die s_(w, 0) bis zum Augenblick t = o schafft. Auf ahnliche Weise werden wir die Ausgangs- 
verteilung der Ionen auf Stromdichten an den Elektroden umrechnen. Dazu miissen wir 
aber zunachst geeignete Ausdriicke fiir die Ionenstromdichte angeben. 

In der Funkenstrecke sind an einer Stelle x im Zeitbereich o S ¢t < (d — x)/v, noch Ionen 
der Ausgangsverteilung anzutreffen, die ungestért abwandern und dabei die Teilstromdichte 
S,(%, t) = s,(« + v, t, 0) bilden. Hierzu kommt noch die Stromdichte s,(x, ¢) der durch 
x-Ionisation entstandenen positiven Trager, die wir folgendermaBen ermitteln kénnen: 

Der Ausdruck s_(x,, ¢,) dé, gibt die Ladung der Elektronen an, die im Zeitabschnitt dé, 
an der Stelle x, das senkrecht auf der Feldrichtung stehende Flachenelement durchdringen. 
Wenn sie an der Stelle x, + dv, angekommen sind, haben sie entsprechend der Definition 
von « die Ionenladung s_(xy, t,) dt, « dx, gebildet. Sie hinterlassen einen Zuwachs an Raum- 
ladung « s_(%,, ¢,) df, und an Stromdichte der Ionen a v, s_(x1, 4) dt,, die sich mit (2) als 


ds,(%1, 4) = « v4 s_ (0, ty — %,/v_) e** di, 


schreiben 1a8t. Um die gesamte Teilstromdichte s,(x, ¢) zu bekommen, miissen wir alle Ionen 
beriicksichtigen, die an der betrachteten Stelle x zur Zeit t eintreffen. Sie werden ausnahmslos 
in einer gedachten Ebene gebildet, die mit Ionengeschwindigkeit auf die Kathode hinwandert 
und x zur Zeit t erreicht. Die Variable ¢, nimmt also alle Werte zwischen 0 undtan. Dax, = * 


+ v,(—t), lauft 4, — x,/v_ von — v, t/v_— x/v_ bis t — x]v_. Mit der Abktirzung 
sae ia (4) 
Vv Uz U4. 


und der Integrationsvariablen t = ¢, — x,/v_ sowie s,(x, t) = s,(x, t) + s,(x, t) wird 


t¢—x/v- 


(gh - 
S4(%, t) = s(x + v, t, 0) + a v eX TAs) SNOT) ea Ade. O51 ; ESS (5) 
+ 


— v4 t/v-—x/v- 


Die Gl. (5) liefert nur mit ¢ = 0 einen Wert der Ionenstromdichte an der Anode, wie sich 
aus dem angegebenen Variationsbereich der Zeit ergibt. Der erste Summand hat dann die 
GroBe s,(d, 0), die keineswegs Null zu sein braucht, weil wir beliebige Anfangsverteilungen 
der Ladungstrager zulassen wollen. Das Verschwinden des zweiten Summanden in (5) (¢ = 0, 
x% = d) ist mit der Randbedingung 


S,(@e0) <==.0'5 t==0 (6) 
vertraglich. Auf sie miissen wir achten, wenn wir s,(x, ¢) fiir 2 (@ — x)/v, angeben wollen. 
Wir erinnern uns an die weiter oben erwahnte gedachte Ebene, die mit Ionengeschwindig- 


keit zur Kathode hinstrebt. Wenn wir in ihr erst vom Zeitpunkt ¢, = ¢ — d/v, + x/v, an, 
in dem sie sich bei der Anode befindet, die Bildung von Ionen zulassen, ist die Randbedingung 


Si 
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bereits erfa8t. Wir bringen ndamlich so zum Ausdruck, da8 aus der Anode keine Ionen aus- 
treten. Um diesen Sachverhalt zu formulieren, brauchen wir nur in der Ableitung, die auf (5) 
gefiihrt hat, die untere Grenze des Integrals anstatt von ¢, = 0 von 4; =t—d/v,+ x/v4 an 
laufen zu lassen. Entsprechend obiger Berechnung von s,(x, t) folgt unmittelbar mit s,(x, t) =0 
t—x/v- 
Git) Ove tere silGir ieee ig eet (7) 
t— d/v+x]v4 


Im Hinblick auf die weitere Rechnung ist es vorteilhaft, an Stelle der zwei Ausdriicke (5) 
und (7) nur einen einzigen zu haben, der fiir alle t => 0 verwendet werden kann. Eine Aus- 
dehnung des Giiltigkeitsbereiches von (7) bis t = 0 — bei gleichzeitiger Definition einer 
Elektronenstromdichte an der Kathode im Gebiet negativer Zeiten — ist nicht ohne weiteres 
méglich. Es ist namlich, wie aus (5) und (7) hervorgeht, die von einer Elektronenstromdichte 
erzeugte Ionenstromdichte immer stetig. Die Ausgangsverteilung s,(x,0) braucht aber 
keineswegs dieser Bedingung zu geniigen. Die Schwierigkeiten kénnen auf folgendem Wege 
iiberwunden werden: 

Wir spalten s,(x, ¢) in 


$4(%, 2) =-st (x, t) + sh*x, 2) (8) 


auf, wobei jeder Anteil fiir sich der Bedingung (6) geniigen soll. Weiter verlangen wir von 
dem ersten Summanden s¥(x, ¢), daB er stetig ist und auch tiber negativen Zeiten an der Anode 
verschwindet. Da die Ionenstromdichte fiir t = (d — x)/v, stetig und an der Anode gleich 
Null ist, diirfen wir in diesem Zeitbereich s*¥(x, ¢) fiir s,(x, t) schreiben (s{*(x, ¢) = 0). Zwi- 
schen t = o und t = (d — x)/v, ist im allgemeinen s}*(x, t) == 0. Wir denken uns diese Strom- 
dichte durch Ionen verursacht, die im Zeitbereich — d/v, St <0 aus der Anode ausgetreten 
sind: 

si" (%, 0) = si *(d, x/¥y—djv,), oOS% S54. (9) 


Wie groB wir den Anteil s¥(vx, ¢) fiir o <¢ < (d — x)/v; wahlen, ist im Hinblick auf die folgen- 
den Uberlegungen gleichgiiltig. Er soll auBer dem Integral in (5) noch einen beliebig groBen 
Teil von s,(¥ + v, 4,0) (der auch Null sein kann) umfassen. 

Wir versuchen nun, s*¥(x, ¢) von (5) in die Beziehung (7) mit erweitertem Giiltigkeitsbereich 
einzubeziehen und erhalten dabei 

SEA N0) =a 0 oes 3 ff SHO SEE? Pare OS = 2% (10) 
—a]v + 4/04 

Diese Gleichung definiert zusammen mit (3) eindeutig s_(o, #) als Funktion von s}(x, 0) im 
Bereich — d/v St S —d/v_. Daher gibt uns (7) in Verbindung mit (10) s¥(x, t) fiir alle 
¢ = o richtig wieder. Fiigen wir zu (7) noch die Teilstromdichte s**(x, t) hinzu, die wir nach (9) 
im Einklang mit (5) als Ionenstromdichte an der Anode definiert haben, so finden wir bei 
Beriicksichtigung von (8) 


t—4/v- 
S4(%, t) = st*(d,t— djvu, + xJo,) + averttir) ff S(O ne r= ee (11) 
t— dju-+-x/v+ 
Diese Gleichung enthalt sowohl (5) als auch (7), und sie gilt daher fiir alle t > 0. Das kann 
man leicht kontrollieren, wenn man die angegebenen Definitionen der Stromdichten an den 
Elektroden (3), (6), (9) und (10) sowie die Zerlegung (8) beachtet. 

Setzt man (2) und (11) in (1) ein, so sieht man, daB bei der hier gewahlten Schreibweise 
die Gesamtstromdichte von der Elektronenstromdichte an der Kathode und der Jonenstrom- 
dichte an der Anode abhangt. Fiir negative Zeiten sind die erwahnten Stromdichten in allen 
interessierenden Bereichen als gegeben anzusehen. Sie lassen sich — wie gezeigt — durch 
s_(%, 0), und s(x, 0) ausdriicken. Da die Ionenstromdichte an der Anode auch fiir ¢ > 0 
bekannt ist, bleibt allein noch der Verlauf der Elektronenstromdichte an der Kathode fiir 
¢ = o zu untersuchen, der von der Randbedingung an der Kathode definiert wird. 
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3. Naherungslosung der Randbedingung an der Kathode 


Unter den in der Einleitung aufgefiihrten Voraussetzungen ergibt sich die BARR, 
stromdichte an der Kathode fiir positive Zeiten als 


d 
s_(0, t) = yo f s_(x, t) dx + y; s,(0, 4) + Sp. 


Mit (2) und (11) erhalten wir nach leichtem Umschreiben des Integrals die fiir unsere Zwecke 
giinstige Darstellung 


S5(0;¢) = 90 Ue erafas _(0, t)e—*** dr+y, ro aie (0, t) e—*** dry; si*(d,t—d/v,) + So, 
t—dfv- t—djv 
(12) 


in der nur noch Stromdichten an den Elektroden vorkommen, diese aber auch tiber den 
negativen Zeitbereichen, tiber denen sie weiter oben in Abhangigkeit von den Ausgangs- 
verteilungen definiert wurden. Der Einflu8 von s_(x, 0) und s,(x, 0) auf die Entwicklung der 
Elektronenstromdichte an der Kathode ist also in verdeckter Form in (12) enthalten. 

Der folgende Rechengang ist véllig unabhangig davon, ob eine Fremdstromdichte vor- 
handen ist oder ob sie fehlt, wenn wir s_(o, ¢) in 


s(0, ) =—* + (0, 4) (13) 


aufspalten und eine Naherung fiir s,(0, ?) angeben. Mit (13) und 


Cre ar PG ae 1) (14) 


erhalt man an Stelle von (12) 


S07) = Vou co ee (0, the *** dr+yv,aue” i $,(0, t) e—*°* dr+y,si*(d,t—ad]v,). (15) 
t—d]v- t—dlv 

Auch s,(0,#) kann im Zeitbereich — d/v Sto aus der Definition von s_(o, 4) mit Hilfe 
von (13) ermittelt werden. Auf Einzelheiten brauchen wir nicht einzugehen, da wir eine 
Naherung anstreben, die bei beliebigen Ausgangsverteilungen der Elektronen und Jonen und 
daher bei beliebigem Aussehen sowohl von s_(o, ¢) als auch von s,(0, ¢) (im Bereich — d/v St 
< 0) benutzt werden darf. 

Wie schon angedeutet, ersetzen wir s,(o, ¢#) durch eine Naherung, die wir mit s,(0, ¢) be- 
zeichnen: 


$1(0; t)  s,(0, ¢) . (16) 
Dabei bleibt ein vernachlassigter Rest s,(0, ¢) tbrig: 
S,(0, #) = s,(0, ¢) + s,(0, #) . (17) 
Es sei 
SalOnd) ==. $4(0. 0) Gar (18) 


Fiihrt man (17) und (18) in (15) ein, so erhalt man die Definitionsgleichung fiir 4 [2] 


exd—Adju-__4 Nees eee 1 


Tae letra 


i) 7 au—A 


L=Y av (19) 


und 
t 
SOn)i==.a Ves 1) s,(0;77) €> 8! dey, 0 ve*” eae t) e—*** dv + y;st* (d,t—d/v,) . (20) 
t—dlv— t—dlv 


Das Aussehen dieser Gleichungen ist vollig unabhangig davon, wie gro8 s,(0, 0) ist. Zu (20) 
gehdren noch Angaben iiber die Teilstromdichte s,(0, ¢) im Bereich —d/v St <0, die als 
gegeben gelten miissen. Sie kdénnten, falls sie bendtigt wiirden, eindeutig aus s_(x, 0) und 
si (x, 0) ermittelt werden. 
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Die vorliegende Beschreibung (20) der Reststromdichte s,(o, t) bietet keine brauchbaren 
Angriffspunkte, um den noch frei wahlbaren Anfangswert der Naherung s,(0, 0) sinnvoll 
festzulegen. Wenn man sich nach einer giinstigeren Darstellung umsieht, sto8t man auf 


t 


(0, t) was a aur et (e* eet ihe.) err-t s3(0, T) e—%-t dr 
OO av_— - 
t—dfv_- 
t 
_percnaesti a (eeciam jut ajo, oer 
C— v_— 
t—d|v 
t 
r-XUVUA oe 
VOU exd—Adjo- F ae a = (even tare vies: 1) e’t $3(0, T) ea 4t dt 


t—d/v_- 
t 


(=e | e Ul ssstopaie ae 


t— dv 


eps eae ye 
+ y,ave + oe (x v_—A) 


t 
[ee [ st*(@, 2) e* ar. 


t—djvs 


[ exd—a dlv ——we 
+ y, s¢*(d, t-—d]v,) + y;!a v_—A— <a, (v_—v) y, 0 v ——___—_ 
[| avu—A 
(21) 
Differenziert man die mit exp (—A1#) erweiterte Gl. (21) und multipliziert das Ergebnis mit 
exp (+ 42), so erhalt man 
t 


Oo ae ee rere LCR Wet 
= 


t —fv_ 
t 


ex4—Adfv_ eA 1) exvt $3(0, T) e- **t dr 


t— dv 


+ (yo v_et4—474™ + yy x ve F—4 4" 1 J) 5,(o, 2) 


yo&v_y;,% va (v_—v) ( 
av_—A 


—vyav_e**s3(o, t —d/v_) — y, 0 v e*@ s,(0, t — d/v) 


exd—Adjv__1] yy 
Y; i° v_ — a(v_— v) ACM bee serie lS (d,t —d/v,). 


Lay 48444, t— djv,) 
wanes dt 


Zu derselben Gleichung kommt man, wenn man (20) differenziert und dann noch einige Um- 
formungen vornimmt, wobei die Giiltigkeit von (19) und (20) zu beachten ist. Nach dem Ge- 
sagten muB (21) aus (20) abzuleiten sein, indem aus (20) die angegebene Differentialgleichung 
gebildet wird, die man dann zu integrieren hat. Dabei sind aber so langwierige Umformungen 
notwendig, da es vertretbar schien, das Ergebnis (21) einfach vorwegzunehmen und nach- 
traglich zu rechtfertigen. 

Da (21) durch Integration entsteht, miiBte eigentlich noch ein Summand vorhanden sein, 
der eine aus der Anfangsbedingung zu berechnende Konstante enthalt. Das zusatzliche Glied 
hatte die Form K exp (A ¢), denn sonst ginge es bei der Umrechnung von (21) in die Differential- 
gleichung nicht verloren. In (21) wurde K = 0 gesetzt und so iiber den bis dahin frei wahl- 
baren Anfangswert der Naherung s,(0, 0) verfiigt. Ware K + 0, so brachte (21) zum Aus- 
druck, daB s,(0, t) ein Verhalten hat, wie wir es nach (16) und (18) von s,(0, ¢) erwarten: Es 
wiirde von s,(0, ¢) ein exponentiell iiber der Zeit wachsender Anteil der Elektronenstromdichte 
an der Kathode umschlossen. Dieser soll aber von der Naherung s,(0, t) wiedergegeben werden. 
Wenn wir nicht von vornherein die Integrationskonstante K = o gesetzt hatten, wiirde sie 
sich aus der Identitat der Anfangswerte der Reststromdichte s,(0, 0) nach (20) und (21) 
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ermittein lassen. Im vorliegenden Falle liefert uns diese Bedingung mit K = o den Anfangs- 
wert der Naherung s,(0, 0), da wir ihn festlegten, indem wir K = 0 verlangten. Die erwadhnte 
Definitionsgleichung ist mit ¢ = o in der fiir alle ¢ = 0 geltenden Beziehung 


t t 


o=y, | (7, T) eA avs +Ai—t) qr ak par | $3(0, T) (ee Ai reg at) dtr 
t—dlv4 ie t—a/v_ 
t 
0 
i, re | 53(0, T) (emt tte — @% pea) dtr (22) 
t—dfv 


enthalten, die sich durch Gleichsetzen von (20) und (21) in Verbindung mit (19) ergibt. 

Bevor wir auf die Bedeutung von (22) naher eingehen, wollen wir den Anfangswert der 
Naherung explizit schreiben. Wir brauchen nur s,(0, ¢) in der Gl. (22) — von der wir den 
Sonderfall ¢ = 0 betrachten — nach (13) und (17) mit (18) durch s_(o0, #), s,(0, 0) exp (A 2) 
und S,/(1 —¢) zu ersetzen. Wéahrend alle Glieder, die s,(0, 0) oder S)/(1 —€) enthalten, 
keine Schwierigkeiten bereiten, miissen wir den Ausdruck 


oO 


co) 
y; | Sn (d, T) en A dfvz At dt =i ee s_(o, T) Os Zk ee, ey 2) dr 
—djv4 —djv- 
oO 


zie PRY = s_(0, T) a a =e *?*) dt 
avu— 
—dfv 


etwas ausfiihrlicher behandeln. 

Er enthalt die Elektronenstromdichte an der Kathode im Zeitbereich von — d/v bis 0 
und den unstetigen Teil der Ionenstromdichte an der Anode fiir —d/v,; St <0, die, wie 
weiter oben gezeigt wurde, von den Ausgangsverteilungen der Elektronen s_(x, 0) und Ionen 
s,(%, 0) abhangen. Damit wir umgekehrt von den Elektronenstromdichten auf die Aus- 
gangsverteilung kommen, ist die Teilsumme, bei der y; als Faktor steht, etwas umzuformen. 
Dazu kiirzen wir sie durch Z ab. Wandeln wir das eine Integral, das s{* enthalt, nach (9) 
mit ~ = d + v, 7 etwas ab, und schreiben wir auch das andere geringfiigig um, so wird 


d —dfv- 
ME ma | S54, 0) ew ales dx oe wine | s_(o, 7) ew eet (eee Came 5, f+aut 1) dt 
ue — av 
to) 
wu vem = [ s-0 T) eset (eerie a —v-)tT__ 1) dt 
Cun 


— djv- 
ce) 
zi YG s_(0, T) exd—ldjo— he ___ ght 0-Joy— 00-7) dy , 
av—A 
—dlv- 


Der letzte Summand gibt zusammen mit dem dritten Integral des Ausdrucks, von dem Z 
abgespaltet wurde, den Einflu8 der Ausgangsverteilung der Elektronen auf s,(0, 0) wieder. 
Das sieht man sofort, wenn man (2) mit ¢ = 0 einsetzt und — x/v_ an Stelle von 7 als Inte- 
egrationsvariable benutzt. Den nach Abzug des letzten Summanden tbrigbleibenden Teil 
von Z nennen wir Z,. Fiir ihn diirfen wir die komplizierter aussehende Beziehung 


d — dlfv- dvx/u+v4 7 
. ‘i ,XU Sy ; eae ley 
i a VG | cad a 0) eh aes dx Be YG | s_(0, T) eet | eX 0/4 Ax[v4 dx dt 
Uv U 
+ + 
Co) —dlv fe) 
oO —v-T 
me Pate = 
el: v4 v | s_(0, T) en eet | ex ¥U/vs A x|04 dx dt 
U 
+ 


— dv|v- ° 


Archiv fiir 
196 J. Biser: Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung einer Townsend-Entladung py ey trotechnik 
a 


schreiben. Sie bietet den Vorteil, durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge auf den 
Ausdruck 
d d —4/v- 
f= e. si.*(%, 0) em Arles dg see | eX XU/04 —A x]04 si(O,t) em Oe ras, 
gs ro) < o —dljv+x/v4 
zu fiihren, der laut (11) (¢ = 0) den raumlichen Mittelwert der mit dem Faktor y,/v4 
exp (—Ax/v,) multiplizierten Ausgangsverteilung der Ionenstromdichte darstellt. 
Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, aus der fiir f = 0 spezialisierten Gl. (22) 
den Anfangswert der Naherung s,(0, 0) in expliziter Form hinzuschreiben [3]?: 


_ —AhAdjv__ 
s,(0, 0)| pee (eta re TE) ib _ YG Cot Gem e poe HS | 


av_—h ad —Ad| avu—A ad—Adjv 
as Ss pov exd__ 4 exd__ pad—Adlv_ ypu he we) 
up OU ——A\ oo A aou—A ov A 
es e(*—Alv-) (d— x) 1 ae vfo_ ad—Adlv+Axfu-—ax __ p—4 a d 

x, 0) i! —_—— (@ é x 
2 fr F a U_ anes yA avu—A ( 
+3 [ sy(x, 0) oF dx. (23) 

see 


Die Naherung s_(o, t) © S,/(1 —) + s,(0, 0) exp (At) kann immer aus (19) und (23) ermittelt 
werden. Es spielt keine Rolle, wie die Verteilungen der Elektronen und Ionen zur Zeit t = 0 
beschaffen sind, und wie groB die Spannung an der Funkenstrecke ist. Unbestimmte Aus- 
driicke, auf die man bei einer numerischen Auswertung stoBen kann, haben keine physi- 
kalisch bedingte Ursache, und man darf mit den Grenzwerten weiterrechnen. In (19) und (23) 
-ist das Ergebnis enthalten, das bei einer andersartigen Behandlung des Problems unter den 
vereinfachenden Bedingungen y oder y; = 0 sowie s_(x, 0) = 0 und s,(x, 0) = 0 gewonnen 
wurde [4]. 


4. Bemerkungen iiber auftretende Fehler 


Um beurteilen zu koénnen, ob die Naherung die Elektronenstromdichte an der Kathode 
in brauchbarer Weise wiedergibt, oder ob sie nicht anwendbar ist und durch eine andere 
ersetzt werden muB, ziehen wir das Verhalten der Reststromdichte s3(0, ¢#) heran. Diese ist 
namlich laut (17) nichts anderes als der Fehler, den wir machen, wenn wir an Stelle von s,(0, #) 
mit s,(o, 4) rechnen. 

Die Gl. (22), die wegen der Ubereinstimmung von (21) mit (20) gilt, laBt eine interessante 
Eigenschaft der Reststromdichte s,(0, ¢) unmittelbar erkennen: s,(0, ¢) nimmt Stans wechselnd 
positive und negative Werte an. Es verschwindet namlich laut (22) fiir alle ¢ = d/v, (s¥*(d, t) = 0 
fiir ¢ = 0) die Summe zweier Integrale iiber der mit bestimmten Funktionen molapiaie ee 
Reststromdichte. Diese Bedingung verlangt, da8 s3(0, tf) in jedem Zeitbereich der Ausdeh- 
nung von t—d/v bis t (= d/v,) sowohl positive als auch negative Anteile hat, weil nur 
S3(0, 4) die Vorzeichen der Integranden bestimmt. Die in (22) bei s,(0, t) stehenden Faktoren 
sind namlich innerhalb der Integrationsintervalle stets positiv oder Null. Es pendelt also 
$3(0, 4) vom Zeitpunkt — d/v_ (= d/v, —d/v) an um die Nullinie. Das bedeutet laut (17): 
s,(o, 4) pendelt um s,(0, ¢); die Naherung ist eine Mittelwertkurve, um die sich die tatsachlich 
vorhandene Elektronenstromdichte an der Kathode s_(o,¢) schlangelt. s,(0,¢) gibt den 
grundsatzlichen Verlauf von s,(0, t) wieder, beriicksichtigt aber nicht die ,,Feinstruktur“. 
Uber eine Zeitspanne, wahrend der s,(0, ¢) sein Vorzeichen beibehalt, kénnen wir nur aus- 
sagen, da8 sie im allgemeinen d/v nicht tiberschreitet. Ist jedoch y; = 0, so wird der Rhythmus 
schneller; es tritt d/v_ an die Stelle von d/v. 


1 Die Struktur der in [3] angegebenen Formel behalt ihre Giiltigkeit, jedoch miissen einzelne Glieder gering- 
fligig abgewandelt werden. 
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Da die Reststromdichte s,(0, t) dauernd die Nullinie kreuzt, miissen zwischendurch positive 
und negative Héchstwerte vorkommen. Ihr Verhalten diirfte von besonderem Interesse sein; 
denn es gibt iiber die maximalen Fehler Aufschlu8. Genaue Werte lassen sich nur dann an- 
geben, wenn man eine Untersuchung fiir bestimmte Ausgangsverteilungen der Elektronen 
und Ionen anstellt. Da wir das nicht tun, diirfen wir weiter nichts als qualitative Angaben 
uber Entwicklungstendenzen der Extremwerte erwarten. Wir betrachten s,(0, f) nur fiir 
t = d/v, (daher tauchen im folgenden keine Glieder auf, die s{* enthalten) und vergleichen 
die Ergebnisse mit den Extremwerten, die s,(0, ¢) im Gebiet — d/v. <¢ <d/v, annimmt. 
Im allgemeinen kénnen wir namlich erst in diesem Zeitbereich s,(0, t) als eindeutig gegeben 
ansehen, weil laut (10) bei der Definition von s_(o, ¢) fiir —d/v St < —d/v_ auBer s_(x, 0) 
die Teilstromdichte s¥(x, 0) eingeht. Diese stellt aber (mit gewissen Einschrankungen) einen 
beliebigen Anteil von s,(x, 0) dar, so da8 man im Bereich — d/v < ¢ < — d/v_ unterschied- 
liche Werte fiir s_(o, ¢) und s,(0, t) hinschreiben kann. 

Von t = d/v, an ist die Funktion s,(o, t) immer stetig, weil sie laut (20) durch Integration 
erzeugt wird, und sowohl der unstetige Ausdruck si*(d,t) als auch der im Bereich — d/v 
St < —d/v_ mehrdeutige s,(0, ¢) nicht bendtigt werden. Die Gl. (3) und (12) mit (11) lassen 
erkennen, daf s_(o, 4) — wegen (13) und (12) auch s,(o, t) — im Zwischengebiet — d/v_ <1 
< d/v, zwar eindeutig, aber im allgemeinen unstetig ist, da die Ausgangsverteilungen der 
Elektronen und Ionen unstetig sein kénnen. Es entwickelt sich also s,(0, ¢) von einer mehr- 
deutigen iiber eine unstetige in eine stetige Funktion. Auch ihre Differentialquotienten sind 
stetig, sobald ‘die Zeit gewisse Grenzen iiberschritten hat. Fir den ersten findet man 
d/v,, + d/v aus der von (20) abzuleitenden Differentialgleichung, die wir in der Form 


$,(0, t) = (a v.— pav_ + y;« v) s,(0, 2) 


t 
—|rs v_e** s3(o,t—d/v_) + y,0 v e%4 s3(0,t —d/v) + a(v.—v) y,av f sg(o, t) eX dr], 


t—dlv 


tSdjv, (24) 


noch ben6tigen. Von ¢ = d/v, + d/v an ist jedes Glied der rechten Seite stetig, weil s,(0, ¢) 
bereits von ¢ = d/v, an stetig ist. Aussagen iiber die héheren Differentialquotienten liefert 
die Gleichung 


s{(0, 2) = [a v(t +7) +a v(t + y)] sf, 4) —oP v(t + +79) 8%, 1 
— yu v_e*4 s— (0, t — dju_) + a? v_vy e%4 s"—)(0, t — djv_) 
—y,ave%4 s@—N(0, ¢ — d/v) + a® v_v yp, e*4 s@—(0, t — d]v) , 


n= 2,t2 dp,, (25) 


deren Giiltigkeit man fiir ~ > 2 sofort einsieht, wenn man sie fiir 7 = 2 voraussetzt. Fir 
nm = 2 kann man (25) beweisen, indem man (24) mit exp (— a vt) multipliziert, das Ergebnis 
differenziert, dann mit exp (av?) multipliziert und schlieBlich zusammenfaBt. Der zweite 
Differentialquotient ist spatestens von ¢ = d/v, + 2 d/v an stetig, weil dann die rechte Seite 
von (25) sicher stetig ist, der dritte von? = d/v, + 3 d/v an und aligemein der u-te vont = d/v, 
+ nd/v an. Nebenbei sei bemerkt, daB man fiir y; = o frither liegende Zeitpunkte findet: 
dann ist s,(0, 4) langstens bis t = o und s{")(0, t) langstens bis t =  d/v_ unstetig. 

Da mit wachsender Zeit immer hohere Differentialquotienten der Reststromdichte stetig 
werden, glattet sich ihr Verlauf standig, und es liegt nahe anzunehmen, daf sie fiir t co 
gleich dem Wert wird, um den sie pendelt: Null. Diese Vermutung laBt sich fiir < 1 (A < 0) 
sehr leicht beweisen. Man braucht nur das in (24) stehende Integral mit Hilfe des Mittelwert- 
satzes abzuschatzen 

t 
Somes GandT = 


t—dlv 


OAD Humid Tost 
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und den — wie wir gleich sehen werden — ungiinstigsten Fall zu betrachten, daB s, (0, 4—d/v_), 
s3 (0, —d/v) und s,(0, T) denselben Wert haben, den wir sf nennen. Dann geht (24) — bei 
Beachtung von (14) — in den einfachen Ausdruck 


s,(0, t) = (wav. + yav.+y;av) s,(0,t) —(av_o+yav_+ 4,0) sf (26) 


iiber, aus dem man folgendes ersieht: Durchlauft s,(o, ¢) ‘ein Extremum, in dem s,(0, t) = 0 
ist, so hat sj dasselbe Vorzeichen wie s,(0, ¢), aber fiir €< 1 einen gréBeren Betrag. Das 
gilt in mindestens gleichstarkem MaBe fiir ein Extremum mit unstetigem Differentialquotienten 
(a/v, St Sd/v,+ alv), weil s3(0, t) sicher nicht das Vorzeichen von s;,(0, ¢) hat, sobald die 
Zeit den zum Extremum gehérenden Wert zuriickgelassen hat. Im allgemeinen sind sz (0, ¢ 
—dl/v_), s3(0,t—d/v) und S,(0, 7) voneinander verschieden. Dann mu8 mindestens eine 
der genannten GrdBen noch weiter als s¥ von der Nullinie entfernt sein. Davon kann man sich 
iiberzeugen, wenn man (27) mit (24) vergleicht und (26) sowie (4) (um v_— v > 0 zu beweisen) 
beriicksichtigt. 

Somit geht bei € << 1 jedem Extremum, das zu einer beliebigen Zeit ¢ = d/v, (¢ = o fiir 
y; = 0) auftritt, ein anderes mit gleichen Vorzeichen und gréBerem Betrag voraus, und zwar 
nicht friither als im Augenblick ¢t — d/v (t — d/v_ fiir y; = 0). Die absolut gréBten Extremwerte 
liegen im Zeitbereich von — d/v_bis d/v (von — d/v_ bis o fiir y; = 0). Das diirfte normalerweise 
auch gelten, wenn ¢ = 1 ist oder sogar die Eins geringfiigig tiberschreitet, weil im Zeitabschnitt 
d/v vor einem Extremum gréBere Betrage als die allein in Betracht gezogenen — Is (0, t 
— d|v_)|, |s3(0, t — d/v)| und |s,(0, T)| — vorhanden sein kénnen. Ist aber ¢ 1, so wird sich 
die Reststromdichte aufschaukeln, d.h. die Extremwerte wachsen an. Der Frage, ob dieser 
Vorgang immer weiter geht, oder ob nach einer gewissen Zeit die Extremwerte von s,(0, ¢) 
abklingen und fiir t+ co ganz verschwinden, dienen die folgenden Uberlegungen: 

Die Funktion s,(0, ¢) besitzt, wie bereits gezeigt wurde, in jedem Intervall ¢—d/v St St 
stetige Ableitungen bis zur m-ten Ordnung, wenn ¢ = d/v,+ (n+ 1)d/v ist. Daher kann 
man die Reihe 


"4R,, 2 djoyt(nt1)dfv, t—dlo<r<t (27) 


ansetzen, die fiir 7—> oo (wobei auch ¢-—> oo!) absolut konvergent ist. Das folgt aus einem 
Vergleich mit dem Ausdruck 


vp! 


ANi peste eA (28) 


in dem A gleich dem groBten zwischen — d/v_ und ¢ auftretenden |s3(0, t)| ist und k die gréBte 
der drei Konstanten 


ky = KV. (1 +0) $2yav_+2y,00, 
ke = ov_v [1 + (y + y,) (€*7 + 1)] 


und 


kg=1+av+tavt (yav_+y;,ov) (e441) 


bedeutet. Diese Festlegungen bewirken, daB jedes Glied von (28) mindestens gleich dem 
Betrag des entsprechenden Gliedes der rechten Seite von (27) ist: Da |s3(0, t,)| SA (—dJv_ 
<7, S12), erhalt man \s3(0, t,)| S Ak (djvu, St, S2) aus (26) mit k an Stelle von k,. Diese 
Beziehungen gestatten es, aus (25) (7 = 2) mit den angegebenen Werten k, und kg |s3 (0, t,)| 
<= Ak (ks —1) + A ky oder — wenn man k, und k, durch & ersetzt — |sy'(0, t)| SAF (djv, 
+ d/v St, S$?) zu ermitteln. Entsprechend findet man aus (25) ( = 3) |sy‘(0, 4)| S$ 4 # 
(d/v, + 2d/v St, St), wobei die Ergebnisse fiir s,(0, ¢,) und s,(0, t) verwendet werden 
miissen. So kann man weiter fortfahren und |s¥”(0, #,)| S A hk” (d/v, + (v —1) dv St, S12) 
fiir alle y Sm bestatigen. In diesem Ausdruck ist als Sonderfall (¢, = ¢) ein Vergleich der 
einzelnen Glieder von (27) mit denjenigen von (28) enthalten, der es rechtfertigt, die absolute 
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Konvergenz von (27) an (28) zu beweisen. Das ist ein erheblicher Gewinn, man braucht nur 
das (y + 1)-te Glied durch das v-te zu dividieren, wobei man k (t —?)/(y 4+ 1) erhalt, und 
sieht sofort, daB das Quotientenkriterium von einem bestimmten v an fiir alle gréBeren erfiillt 
ist. Der Nenner wachst namlich immer weiter an, wahrend der Zahler beschrankt ist. (k ist 
in allen physikalisch sinnvollen Fallen endlich und fiir t —?# gilt —d/v < t—t <0.) 

Die Reihe (27) konvergiert fiir 2 (und ¢) + oo nicht nur absolut, sondern auch gleichmabig, 
weil es sich um eine Potenzreihe handelt. Daher darf man sie gliedweise integrieren. Tut 
man das entsprechend (22), so erhalt man ein interessantes Ergebnis 


lee) 
ODP B SOO, 05 i> COR, 


v=O 


aus dem man das Verschwinden aller Differentialquotienten s{(o0, t) fiir > 00, d.h. 


linisss (0,4) =O. ; (29) 
t+ oo 
ablesen kann, falls die Koeffizienten B, ungleich Null und keine Funktionen der Zeit sind. 
Sie stellen Ausdriicke der Form 


t t 
Bo f fie — 69) dt f foe — 69). de 
t— dfv_ t—dlv 
dar, wobei f, und /, Abktirzungen fiir Funktionen bedeuten, deren genaue Verlaufe sich aus 
(22) und (27) ermitteln lassen. Sie behalten innerhalb der Integrationsintervalle ihre Vor- 
zeichen bei und sind nicht standig Null, so daB B, + 0 gilt. Da f, und f, von t —?¢ und nicht 
in anderer Form von ¢ und t abhangen, kann man durch Abwandeln der letzten Gleichung in 


B,= J filt,») dt + J fa(t, ») de 
d/v- alv 
die Zeitunabhangigkeit von B, leicht beweisen. 
Es streben also laut (29) die Extremwerte von s,(0, ¢) fiir ¢—> oo immer nach Null, auch 
wenn sie im Gebiet kleiner Zeiten zunachst zunehmen sollten (¢ > 1). Mit Hilfe von (13), 
(17) und (18) laBt sich 


lipnsato7) me 4.95 (0;, 0) e*? 
t—>00 iio 

aus (29) herleiten, wobei ¢, A und s,(0, 0) den Gl. (14), (19) und (23) geniigen miissen. Der 
letzte Ausdruck macht den asymptotischen Charakter der angegebenen Naherung besonders 
deutlich. 

Ersetzt man fiir ¢ 2 0 in (2), (5) und (7) die Elektronenstromdichte an der Kathode s_(x, 0) 
durch S,/(1 —¢) + S4(0, 0) exp (A#), um nach (1) die Gesamtstromdichte naherungsweise zu 
berechnen, so erhalt man Fehler, die vom Verhalten der Reststromdichte s(0, #) abhangen, 
aber einen komplizierteren Verlauf als diese haben. Fiir ¢ =o ist der Fehler gleich Null, 
weil in diesem Zeitpunkt noch keine Ladungstrager in der Funkenstrecke sind, deren Strom- 
dichten von der Naherung wiedergegeben werden. Auch fiir ¢ > oo ist kein Fehler vorhanden; 
denn man braucht — wie man den Formeln (1), (2) und (7) entnehmen kann, bei der Ermitt- 
lung der Gesamtstromdichte die Elektronenstromdichte an der Kathode nur in beschrankten 
Zeitbereichen heranzuziehen. Wéachst die Zeit, so verschieben sich alle Begrenzungen mit 
und kommen in Gebiete, wo die Naherung immer besser mit den genauen Werten der Elek- 
tronenstromdichte an der Kathode tibereinstimmt. 

Die angedeutete Berechnung der Gesamtstromdichte mit Hilfe der Naherung S)/(1 —¢) 
+ s,(0, 0) exp (AZ), die fiir t =o die Stelle von s_(o, ¢) einnimmt, liefert fiir kleine Zeiten 
(0 <t<dl/v) eine ziemlich genaue Darstellung der Gesamtstromdichte s(f). Man erkauft 
diesen Vorteil durch umstandliche Schreibweise. Fiir die Elektronenstromdichte an der 
Kathode, die wir in (2) sowie in (5) und (7) bendtigen, haben wir zwei verschiedenartige ana- 


lytische Ausdriicke angegeben. Von ihnen gilt a ae fiir —dlv. St = o und. 
fiir t =o. AuBerdem stért es, daB (7) die Ionenstromdichte nicht immer r richtig \ wi 
im Zeitbereich o <¢ < (d — x)/v, muB man (7) gegen (5) austauschen. In Fallen, 
man mit kleinerer Genauigkeit auskommt, verwendet man zweckmaBigerweise die Nah WI 
fiir die Elektronenstromdichte an der Kathode auch im Zeitbereich — djvu. <t <0. Wa ihrend — 
dieser Schritt im allgemeinen zulassig sein diirfte, ist genauer zu untersuchen, ob man nov 
~ weiter gehen kann und (7) mit erweitertem Giiltigkeitsbereich der Naherung bis —d/v an- 
i: statt (5) benutzen darf. Sicherlich wird man bei kleinen y,-Werten auf Schwierigkeiten stoBen, 
BS weil man dann den Stromanteil, der von den Ionen der Ausgangsverteilung verursacht wird, 

; durch einen anderen ersetzt, der von s,(x, 0) kaum oder gar nicht (y; = 0) abhangt. 
Naherung wird fiir y; = 0 nicht von s,(x, 0) beeinfluBt). 


5. Zusammenfassung 


Es wurde eine Naherung fiir die Elektronenstromdichte an der Kathode hergeleitet, da a 
asymptotisches Verhalten zwar nachgewiesen, aber nicht dazu benutzt wurde, ihren Verlauf 
zu finden. Das angewendete Verfahren hat den Vorteil, mit verhaltnismaBig kleinem mathe- 
matischen Aufwand bei beliebigen Ausgangsverteilungen der Elektronen und Ionen zum 
gewiinschten Ergebnis zu fiihren. a 
a Herrn Professor D.-Ing. E. FLEGLER danke ich fiir wertvolle Hinweise und Ratschlage. _ nai 
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